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ВВЕДЕНИЕ 
 

 Данный курс лекций предназначен, прежде всего, для студентов 
дневных отделений, изучающих математическую логику и теорию 
алгоритмов, но также может быть интересен и студентам заочной формы 
обучения. Кроме того, данный материал может заинтересовать аспирантов и 
преподавателей. Автором были рассмотрены следующие разделы: «Алгебра 
высказываний», «Алгебра предикатов», «Исчисление высказываний», 
«Исчисление предикатов», «Прикладное исчисление предикатов», 
«Алгоритмы и рекурсивные функции». 
 В первой и второй главах данного курса лекций приводится 
содержательное изложение основ математической логики. Третья и четвертая 
главы содержат формальное (аксиоматическое) изложение того же 
материала. Прикладное исчисление предикатов, рассмотренное в пятой главе, 
также излагается аксиоматически. Но в отличие от предыдущих разделов, где 
изучались только логические законы, прикладное исчисление предикатов 
позволяет наряду с логическими законами изучать и другие математические 
законы. В шестой главе приводится интуитивное понятие алгоритма, 
возникшее еще в Древней Греции, которым пользуются до сих пор. Кроме 
того, приводится два строгих уточнения этого понятия, одно из которых 
опирается на машину Тьюринга, появление которой послужило толчком к 
созданию первых ЭВМ. 
 Логика, наука о мышлении, зародилась еще в древней Греции. 
Основной вклад в ее изучение внес философ и ученый Аристотель. На 
границе XVII и XVIII веков у немецкого философа и математика Лейбница 
появилась идея заменить рассуждения вычислениями, то есть применить 
математические методы к изучению мышления. 
 В XIX веке оформился раздел математической логики «Алгебра 
высказываний». В нем элементарные высказывания обозначались буквами, 
союзы и отрицание – символами логических операций, а сложные 
высказывания – формулами. Законы логики изучались подобно 
алгебраическим законам. Большую роль в формировании этого раздела 
сыграл английский математик и логик Джордж Буль, отец известной 
писательницы Этель Войнич – автора романа «Овод». 
 Позже в язык математической логики были введены такие понятия как 
предметные переменные, предикаты, то есть утверждения о предметных 
переменных, а также кванторы   и , заменившие словесные выражения 
«для всех» и «существует». Так появился раздел формальной логики, 
названный «Алгеброй предикатов». 
 Немецкий математик Давид Гильберт (1862-1943) предложил другой 
подход к изучению законов логики. Некоторые законы логики, записанные 
формулами, принимались без доказательства, то есть объявлялись 
аксиомами. Постулировались также «правила вывода», которые позволяли из 
аксиом получать остальные «доказуемые формулы». Такой подход получил 
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название аксиоматического. «Исчисление высказываний», «исчисление 
предикатов» и «прикладное исчисление предикатов» – разделы 
математической логики, изложенные аксиоматически. 
 Интуитивное понятие алгоритма было известно еще со времен 
Евклида. Алгоритм – это универсальный метод решения задач определенного 
типа. В начале XX века появилась необходимость уточнить понятие 
«алгоритм». Это было связано с тем, что не все массовые задачи имеют 
алгоритмическое решение. Было предложено несколько строгих подходов, 
один из которых опирается на понятие «машина Тьюринга». Это 
теоретическое понятие было предложено английским математиком 
Тьюрингом в 1937 году за 9 лет до появления первой ЭВМ. 
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ГЛАВА 1 
АЛГЕБРА ВЫСКАЗЫВАНИЙ 

 
1.1. Введение 

 
 Определение 1.1.1. Под высказыванием понимается любое 
предложение, о котором можно однозначно сказать, истинно оно или ложно. 
 Примеры. 
 «Закройте дверь», « 3x », « 55 » – не высказывания. 
 «Лондон – столица Англии», « », «Заяц – хищное животное» –
высказывания, первые два из которых истинны, последнее – ложно. 

22 

 Элементарные высказывания обозначают большими латинскими 
буквами без индексов или с индексами внизу. Такие буквы называются 
пропозициональными. А, В, С,…, Z, , , … , ,… . 1A 1B 1Z 2A
 

1.2. Логические операции алгебры высказываний 
 

 Конъюнкция соответствует союзам «и», «а», «но».  
 Ее обозначают: BA , AB (А, В – сомножители). 
 Пример. Мой брат работает в школе и учится заочно. 
 Определение 1.2.1. Конъюнкция двух высказываний истинна, если 
оба эти высказывания истинны, конъюнкция двух высказываний ложна, если 
хотя бы одно из этих высказываний ложно. 
 Дизъюнкция соответствует союзу «или», когда он понимается не 
разделительно. 
 Обозначается: BA  (А, В – слагаемые). 
 Примеры. 
 Я завтра пойду в кино или в театр (что-то одно, разделительный 
смысл).  
 Если завтра будет плохая погода или я заболею, то наша прогулка не 
состоится (не разделительный смысл). 
 Определение 1.2.2. Дизъюнкция двух высказываний истинна, если 
хотя бы одно из высказываний истинно, дизъюнкция ложна, если оба 
высказывания ложны. 
 Импликация соответствует двойному союзу «если…то…». 
 Обозначается: BA  (А – посылка, В – заключение.) 
 Пример. Если сдашь все экзамены, мы купим тебе велосипед. 
 Определение 1.2.3. Импликация двух высказываний истинна, если 
посылка ложна или заключение истинно. Импликация ложна, если посылка 
истинна, а заключение ложно. 
 Эквиваленция соответствует союзу «тогда и только тогда, когда». 
 Обозначается: BA ~ . 
 Пример. Завтра будет пятница тогда и только тогда, когда вчера была 
среда. 
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 Определение 1.2.4. Эквиваленция двух высказываний истинна, если 
высказывания принимают одинаковые значения, и ложна, если высказывания 
принимают различные значения. 
 Отрицание соответствует частице «не». 
 Обозначается: А . 
 Пример. Я не живу в Орске. 
 Определение 1.2.5. Отрицание высказывания истинно, если само 
высказывание ложно, отрицание высказывания ложно, если само 
высказывание истинно. 
 Укажем все вышесказанное более компактно в виде таблицы 
истинностных значений. 

 

А И И Л Л 

В И Л И Л 

АВ И Л Л Л 

АВ И И И Л 

АВ И Л И И 

А~В И Л Л И 
 

А И Л 

А  Л И 
 

1.3. Формулы алгебры высказываний 
 

 Определение 1.3.1. Элементарное высказывание или сложное 
высказывание, составленное из элементарных с помощью логических 
операций , , , ~, –,  называется формулой алгебры высказываний. 
 Формула алгебры высказываний задает функцию, принимающую 
истинное или ложное значение в зависимости от значений, входящих в 
формулы букв. Если порядок выполнения операций не указан скобками, то 
операции выполняются в следующем порядке:  , , , ~. Знак отрицания, 
стоящий над частью формулы, играет попутно и роль скобок. 

 Пример. Вычислить значение формулы BACBA ~  при ЛA  , 
ИB  , ЛC  . 

ИЛЛЛЛЛBACBA  ~ . 
 Определение 1.3.2. Формула алгебры высказываний называется 
тождественно истинной, если она принимает значение «И» при любых 
значениях входящих в нее букв. 
 Пример. XX   – тождественно истинна. 
 Определение 1.3.3. Формула алгебры высказываний называется 
тождественно ложной, если она принимает значение ложь при всех 
значениях входящих в нее букв. 
 Пример. XX  – тождественно ложна. 
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 Определение 1.3.4. Формула алгебры высказываний называется 
выполнимой, если она принимает значение «И» хотя бы при некоторых 
значениях входящих в нее букв. 
 YX   – выполнима, так как при ЛX  , ЛY  , ИYX  . 
 Определение 1.3.5. Формула алгебры высказываний называется 
опровержимой, если она принимает значение «Л», хотя бы при некоторых 
значениях входящих в нее букв. 
 YX   – опровержима, так как при ЛX  , ИY  , ЛYX  . 
 Определение 1.3.6. Формула U сильнее формулы V, если всякий раз, 
когда формула U принимает значение «И», формула V также принимает 
значение «И». 
 Обозначение: VU  . 
 VU   тогда и только тогда, когда VU    тождественно истинна. 
 Пример. BAAB  . 
 Определение 1.3.7. Две формулы U и V равносильны, если эти 
формулы принимают одинаковые значения при любых значениях входящих в 
них букв. 
 Обозначение: VU   или U = V. 
 VU   тогда и только тогда, когда  VU   и   UV  . 
 VU   тогда и только тогда, когда   VU ~  тождественно истинна. 
 

1.4. Основные равносильности алгебры высказываний 
 

1. XYYX     (коммутативность ) 
2. YXXY     (коммутативность ) 
3. )()( ZYXZYX   (ассоциативность ) 

4. )()( YZXZXY    (ассоциативность ) 

5. XZXYZYX  )(   (дистрибутивность  относительно ) 

6. ))(( ZXYXYZX   (дистрибутивность  относительно ) 
7. XЛX     (ложное слагаемое можно опустить) 
8. X     (истинный сомножитель можно опустить) XИ 
9. ИИ  (если хотя бы 1 из слагаемых истинно, то дизъюнкция истинна) X 
10. ЛXЛ    (если хотя бы 1 из сомножителей ложен, то  конъюнкция ложна) 
11. X    (закон поглощения) XYX 
12. XYXX  )(    (закон поглощения) 

13. XX    (идемпотентность ) X 
14. XXX      (идемпотентность ) 
15. ИXX     (закон исключения третьего) 
16. ЛXX      (закон противоречия) 

17. XX      (закон двойного отрицания) 
18. YXXY   (отрицание конъюнкции равносильно дизъюнкции отрицаний) 
19. YXYX   (отрицание дизъюнкции равносильно конъюнкции отрицаний) 

(законы де Моргана) 
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20. YXYX    (избавление от →) 
21. YXYX     (избавление от отрицания →) 
22. ))((~ XYYXYX   (избавление от ~) 

23. YXXYYX ~   (избавление от ~) 
 

1.5. Способы доказательства равносильностей 
 

 1. Табличный способ. Чтобы доказать, что две формулы U и V 
равносильны, достаточно составить таблицы истинностных значений для 
этих формул и эти таблицы сравнить. 
 Пример.  
 18. YXXY   

 

X И И Л Л 
Y И Л И Л 

XY  Л И И И 

YX   Л И И И 
 

 2. Способ допущений. Чтобы доказать, что две формулы U и V 
равносильны, достаточно сперва предположить, что формула U истинна 
(ложна) и доказать, что V истинна (ложна). Затем мы должны предположить, 
что формула V истинна (ложна) и доказать, что U истинна (ложна). 

Примеры. 
 19. YXYX    
 I. Пусть ИYX  .   II. Пусть ИYX  . 
     Тогда ЛYX  ;        Тогда ИX  ; ИY  ; 
   ЛX  , ЛY  ;    ЛX  , ЛY  ; 
    ИYX  .     ИYX  . 
 

 20. YXYX   
 I. Пусть ЛYX  .  II. Пусть ЛYX  . 
     Тогда ИX  ,  ЛY  ;       Тогда ЛX  , ЛY  ; 

ЛYX  .     ИX  ; 
         ЛYX  . 
 

 6. ))(( ZXYXYZX   
 I. Пусть ЛYZX  . 
     Тогда ЛX  ; ЛYZ  ; 
   а) ЛY    или  б) ЛZ   
   ЛZXYX

Л

 )()(


   ЛZXYX
Л




)()(

 II. Пусть ЛZXYX  ))(( . 
   а) ЛYX   или  б)  ЛZX   
   ЛX  , ЛY  ;   ЛX  , ЛZ  ; 
   ЛYZX  .   ЛYZX  . 
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 3. Способ цепочки. Чтобы доказать, что две формулы U и V 
равносильны, достаточно составить цепочку равносильных между собой 
формул, используя ранее доказанные равносильности, таким образом, чтобы 
первая и последняя формулы цепочки совпадали бы с  данными формулами 
U и V. 
 Примеры. 
 21.  YXYX   

  YXYXYXYX   
 

 11. XXYX   
  XXИИYXYИXXYXИXYX  )()(  
 

1.6. Дизъюнктивные и конъюнктивные нормальные формы. 
(ДНФ и КНФ) 

 
 Определение 1.6.1. Элементарной конъюнкцией называют 
конъюнкцию элементарных высказываний или их отрицаний (в частности 
допускается элементарная конъюнкция с одним  сомножителем). 
 Пример. BA , ZYX   , DC , E. 
 Определение 1.6.2. Элементарной дизъюнкцией называют 
дизъюнкцию элементарных высказываний или их отрицаний (в частности 
допускается элементарная дизъюнкция с одним слагаемым). 
 Пример. ZYX  , BA , C , DCBA  . 
 Определение 1.6.3. Дизъюнктивной нормальной формой формулы U 
называется равносильная ей формула, представляющая собой дизъюнкцию 
элементарных конъюнкций. 
 Пример. CCBAABCBAU  . 
 Определение 1.6.4. Конъюнктивной нормальной формой формулы U 
называется равносильная ей формула, представляющая собой конъюнкцию 
элементарных дизъюнкций. 
 Пример. YZXZYXU ))((  . 
 Каждая формула алгебры высказываний имеет как ДНФ, так и КНФ. 
 

Способ нахождения ДНФ. 
1. Избавляемся от → и ~ с помощью основных равносильностей (20 – 

23). 
2. Переносим знак отрицания на элементарные высказывания с 

помощью законов де Моргана (18 – 19). 
3. Избавляемся от двойных отрицаний с помощью соответствующего 

закона (17). 
4. Используем первый дистрибутивный закон ( XZXYZYX  )( ) в 

сочетании с коммутативным и ассоциативным законами (1 – 4). 
 Пример. 
 Найти и упростить ДНФ. 
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 ZYZZXZYXXXZYXZXZYXZXZYXZX ))(())(())((

ZYZXZYZXZYX   
 

Способ нахождения КНФ. 
1. Избавляемся от → и  ~. 
2. Переносим знак отрицания на элементарные высказывания с 

помощью законов де Моргана. 
3. Избавляемся от двойных отрицаний. 
4. Используем второй дистрибутивный закон 

( ))(( ZXYXYZX  ) в сочетании с коммутативным и 
ассоциативным законами. 

 Пример.  
 Найти и упростить КНФ. 

 ))(())(())(( ZYXZXZYXZXZYXZX  

ZYXXXZYXZXYXZX )())(())()((   
 

Критерии тождественной истинности 
и тождественной ложности формул. 

 Теорема 1.6.1. (Критерий тождественной истинности.) 
 Формула алгебры высказываний тождественно истинна тогда и только 
тогда, когда каждый сомножитель ее КНФ содержит некоторую букву 
одновременно с ее отрицанием. 
 Доказательство. 
 Необходимость. Дано: каждый сомножитель КНФ содержит некоторую 
букву, одновременно с ее отрицанием. Доказать: формула тождественно 
истинна. В силу закона исключения третьего каждый из сомножителей 
содержит по истинному слагаемому, значит, каждый сомножитель будет 
истинным, а, следовательно, вся КНФ истинна. 
 Например: 

ИBCCBBACABAU  ))()(( . 
 Достаточность. Дано: формула тождественно истинна. Доказать: 
каждый сомножитель КНФ содержит некоторую букву одновременно с ее 
отрицанием. Предположим, что некоторый сомножитель КНФ не содержат 
ни одной буквы одновременно с ее отрицанием. Тем буквам, которые входят 
в этот сомножитель без отрицания, мы придадим значение «Л», а тем буквам, 
которые входят в этот сомножитель со знаками отрицания, мы придадим 
значение «И». Тогда в этом сомножителе все слагаемые будут ложными, а, 
следовательно, этот сомножитель, а значит и вся КНФ примет значение «Л», 
что противоречит условию. Например: 

ЛCCBAEDCBABBAU  ))()(( , 
при А = И, В = Л, С = Л, D = И, Е = Л. 

 Пример. 
 Доказать тождественную истинность следующей формулы. 
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      YXYXYXYXYXYX  
  YYXXYXYXYX   

 Формула тождественно истинная. 
Теорема 1.6.2. (Критерий тождественной ложности.) 

 Формула алгебры высказываний тождественно ложна тогда и только 
тогда, когда каждое слагаемое ее ДНФ содержит некоторую букву 
одновременно с ее отрицанием. 
 Доказательство. 
 Необходимость. Дано: каждое слагаемое ДНФ содержит некоторую 
букву, одновременно с ее отрицанием. Доказать: формула тождественно 
ложна. В силу закона противоречия каждое слагаемое ДНФ будет ложным, а, 
следовательно, и вся ДНФ будет ложной. 
 Например: 

ЛZZXYXXZZYXU  . 
 Достаточность. Дано: формула тождественно ложна. Доказать: каждое 
слагаемое ее ДНФ содержит некоторую букву одновременно с ее 
отрицанием. Предположим противное. Выделим то слагаемое, которое не 
содержит ни одной буквы одновременно с ее отрицанием. Тем буквам, 
которые входят в это слагаемое без отрицания, мы придадим значение «И», а 
тем буквам, которые входят в это слагаемое со знаком отрицания, мы 
придадим значение «Л». Тогда все сомножители в этом слагаемом примут 
значение «И», следовательно, все это слагаемое будет истинным, а значит и 
вся формула будет истинной при этих значениях букв. Мы получили 
противоречие с условием. Например: 

ИDCBACCBACBBAU   , 
при A = И, B = Л, С = И, D = Л. 

 
1.7. Совершенные дизъюнктивные и конъюнктивные 

нормальные формы. (СДНФ и СКНФ) 
 

 Среди всевозможных ДНФ выделим более узкий класс СДНФ. 
 Определение 1.7.1. ДНФ формулы U, составленной из 
пропозициональных букв , , …, , называется совершенной, если 
выполнены следующие четыре условия: 

1X 2X nX

1. каждая буква iX  ( ni ,1 ) входит в каждое слагаемое или с 
отрицанием или без отрицания; 

2. ни одна из букв iX  ( ni ,1 ) не входит ни в одно из слагаемых 
одновременно с отрицанием и без отрицания; 

3. ни в одном из слагаемых нет одинаковых сомножителей; 
4. в ДНФ нет одинаковых слагаемых. 

 Пример. CBACBACBAU   – СДНФ. 
 Тождественно ложные формулы не имеют СДНФ. Это следует из 
критерия тождественной ложности и пункта 2 данного определения. Каждая 
не тождественно ложная формула имеет СДНФ. 
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Способ нахождения СДНФ. 
 Пусть некоторая не тождественно ложная формула уже приведена к 
ДНФ.  
 1. Допустим, что некоторая буква  (iX ni ,1 ) не входит в некоторое 
слагаемое S ни с отрицанием,  ни без него. Тогда это слагаемое S мы должны 
заменить на дизъюнкцию двух слагаемых ii XSSX  . Докажем, что от этого 

равносильность формулы не нарушится: SSИXXSXSSX i iii  )( . 

 2. Допустим, что некоторая буква  (iX ni ,1 ) входит в некоторое 
слагаемое S одновременно с ее отрицанием. Тогда в силу закона 
противоречия это слагаемое будет ложным и его можно опустить. Так как по 
условию формула U не тождественно ложна, то не все слагаемые будут 
опущены. 
 3. Допустим, что в некотором слагаемом S содержатся одинаковые 
сомножители. Тогда в силу идемпотентного закона (XX=X) повторные 
сомножители можно будет опустить. 
 4. Допустим, что ДНФ содержит одинаковые слагаемые. Тогда в силу 
идемпотентного закона (XX=X) повторные слагаемые можно опустить. 
 Пример. 

 ))(())(( CACBACACBA  

 CBCBACAACCBCBACAAA  
 CBACBACBACBABCABABA    
 CBACBABCACBACBACBABCA  

CBACBACBACBABCA   
 Последняя формула является СДНФ. 
 Среди всевозможных КНФ выделим более узкий класс СКНФ. 
 Определение 1.7.2. КНФ формулы U, состоящей из 
пропозициональных букв , , …, , называется совершенной, если 
выполняются следующие четыре условия: 

1X 2X nX

1. каждая буква iX  ( ni ,1 ) входит в каждый сомножитель или с 
отрицанием или без отрицания; 

2. ни одна из букв iX  ( ni ,1 ) не входит ни в один из сомножителей 
одновременно с отрицанием и без отрицания; 

3. ни в одном из сомножителей нет одинаковых слагаемых; 
4. в КНФ нет одинаковых сомножителей. 

 Пример. ))()()(( ZYXZYXZYXZYXU   – СКНФ. 
 Тождественно истинные формулы не имеют СКНФ. Это следует из 
критерия тождественной истинности и пункта 2 данного определения. 
Каждая не тождественно истинная формула может быть приведена к СКНФ. 

 
Способ нахождения СКНФ. 

 Пусть некоторая не тождественно истинная формула уже приведена к 
КНФ. 



 14

 1. Пусть некоторая буква  (iX ni ,1 ) не входит в некоторый 
сомножитель S ни с отрицанием, ни без него. Тогда этот сомножитель S мы 
должны будем заменить на конъюнкцию двух сомножителей 

))(( ii XSXS  . Докажем, что от этого равносильность формулы не 

нарушится: SЛSXSXSXS ii  ))( X i( . 

 2. Пусть некоторая буква  (iX ni ,1 ) входит в некоторый сомножитель 
S одновременно со своим отрицанием. Тогда в силу закона исключения 
третьего этот сомножитель является истинным и его можно опустить. Так как 
по условию формула не тождественно истина, то не все сомножители будут 
опущены. 
 3. Пусть некоторый сомножитель S содержит одинаковые слагаемые. 
Тогда в силу идемпотентного закона XX=X повторные слагаемые можно 
опустить. 
 4. Пусть КНФ содержит одинаковые сомножители. Тогда в силу 
идемпотентного закона XX=X повторные сомножители можно опустить. 
 Пример. 

 ))(())(( CACBACACBA  

 ))(())()(( CABACACABA  

 ))()()(( CBACBACBACBA  

))()(( CBACBACBA   
 Последняя формула является СКНФ. 
 

1.8. Представление двузначных функций 
формулами алгебры высказываний 

 

 Определение 1.8.1. Функция  называется двузначной, 
если сама функция и каждый из ее аргументов принимают только два 
значения: истина или ложь. 

),...,,( 21 nXXXF

 Теорема 1.8.1. Для каждой двузначной функции существует 
равносильная ей формула алгебры высказываний. 
 Доказательство. 
 I. Пусть )  не тождественно ложна. Рассмотрим 
всевозможные наборы длины n, составленные из букв «И» и «Л». Каждому 
такому набору мы поставим в соответствие элементарную конъюнкцию по 
следующему принципу: на место буквы «И» ставим соответствующую 
пропозициональную букву, а на место буквы «Л» ставим отрицание 
соответствующей буквы. 

,...,,( 21 nXXXF



















n

n

n

n

XXXЛЛЛ

XXXИЛИ

XXXИИИ

...,...,,

...

...,...,,

...,...,,
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21

21

21
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Докажем равносильность: 
 nnn XXXИЛИFXXXИИИFXXXF ...),...,,(...),...,,(),...,,( 212121  

nXXXЛЛЛF ...),...,,( 21  
 Придадим пропозициональным буквам , , …, конкретные 
значения. Пусть, например, 

1X 2X nX
ИX 1 , ЛX 2 , …, ИX n  . Тогда левая часть 

равна ),...,,( ИЛИF . Выделим в правой части то слагаемое, которое 
соответствует выбранным значениям пропозициональных букв. В этом 
слагаемом все сомножители, начиная со второго, принимают значения «И», и 
их можно опустить. В каждом из остальных слагаемых найдется хотя бы по 
одному ложному сомножителю. Следовательно, все остальные слагаемые 
будут ложными, и их можно опустить. Правая часть равна ),...,, И( ЛИF . 
Итак, равносильность доказана.  
 Преобразуем правую часть этой равносильности в формулу алгебры 
высказываний. Для этого каждый из символов , ) ),...,,( И,...,,( ИИИF ЛИF , 
…, ),...,,( ЛЛЛF  заменим на его значение, то есть на «истину» или «ложь». 
Если значение функции на каком-то наборе есть «И», то в соответствующем 
слагаемом первый сомножитель будет истинным, и его можно опустить. 
Если значение функции на некотором наборе будет ложным, то в 
соответствующем слагаемом первый сомножитель будет ложным. Но тогда и 
все это слагаемое будет ложным и его можно опустить целиком. Так как по 
условию данная функция не тождественно ложна, то некоторые слагаемые 
останутся. В результате указанных преобразований мы получаем формулу 
алгебры высказываний, равносильную данной функции и стоящую в СДНФ. 
 II. Пусть  не тождественно истинна. Составим 
всевозможные наборы длины n из букв «И» и «Л». Каждому такому набору 
мы поставим в соответствие элементарную дизъюнкцию по принципу: на 
место буквы «И» мы поставим отрицание соответствующей 
пропозициональной буквы, а на место буквы «Л» поставим 
соответствующую пропозициональную букву. 

),...,,( 21 nXXXF
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 Докажем равносильность:  
 )...),...,,((),...,,( 2121 nn XXXИИИFXXXF  

)...),...,,((...)...),...,,(( 2121 nn XXXЛЛЛFXXXИЛИF 
 Придадим пропозициональным буквам , , …,  конкретные 
значения, например, , 

1X 2X nX
ИX 1 ЛX 2 , …, ИX n  . Левая часть равна 

),...,,( ИЛИF . В правой части мы выделим тот сомножитель, который 
соответствует выбранным значениям пропозициональных букв. В этом 
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сомножителе все слагаемые, начиная со второго, ложны, и их можно 
опустить. В каждом из остальных сомножителей будет хотя бы по одному 
истинному слагаемому. Тогда все остальные сомножители будут истинными, 
и их можно опустить. Правая часть равна ),...,,( ИЛИF . 
 Далее мы должны преобразовать правую часть этой равносильности в 
формулу алгебры высказываний. Для этого каждый из символов  

, ),...,,( ИИИF ),...,,( ИЛИF , …, ),...,Л,( ЛЛF  мы должны заменить на его 
значение, то есть на «истину» или «ложь». Если значение функции на 
некотором наборе есть «И», то в соответствующем сомножителе первое 
слагаемое будет истинным. Следовательно, весь соответствующий 
сомножитель будет истинным, и его можно опустить. Так как функция по 
условию не является тождественно истинной, не все сомножители будут 
опущены. Если значение функции на некотором наборе есть «Л», то в 
соответствующем сомножителе первое слагаемое будет ложно, и его можно 
опустить. В результате указанных преобразований мы получим формулу 
алгебры высказываний, равносильную данной функции и стоящую в СКНФ. 
 Теорема доказана. 
 Замечание. Если  не является ни тождественно 
истинной, ни тождественно ложной, то к ней применимы оба рассмотренных 
способа. Обозначим через p число слагаемых в СДНФ, а через q число 
сомножителей в СКНФ. Тогда . 

),...,,( 21 nXXXF

nqp 2
 Например, пусть ИZYXF ),,(  тогда и только тогда, когда два 
аргумента ложны и один истинен. 

),,( ZYXF  

 ZYXЛЛИFZYXИЛИFZXYЛИИFXYZИИИF  ),,(),,(),,(),,(  

 ZYXЛЛЛFZYXИЛЛFZYXЛИЛFYZXИИЛF   ),,( ),,(),,(),,(  

 ZYXЛZYXИZYXИYZXЛZYИXZYЛXZЛXYЛXYZ   
ZYXZYXZYX    

 
),,( ZYXF  

 )),,(()),,(( ZYXЛИИFZYXИИИF  

 )),,(()),,(( ZYXЛЛИFZYXИЛИF  

 )),,(()),,(( ZYXЛИЛFZYXИИЛF  

 )),,(()),,(( ZYXЛЛЛFZYXИЛЛF  

 )()( ZYXЛZYXЛ  

 )()( ZYXИZYXЛ  

 )()( ZYXИZYXЛ  

 )()( ZYXЛZYXИ  

))()()()(( ZYXZYXZYXZYXZYX   
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ГЛАВА 2 
АЛГЕБРА ПРЕДИКАТОВ 
(ЛОГИКА ПРЕДИКАТОВ) 

 
2.1. Предикаты и кванторы 

 
 Определение 2.1.1. Предикатом называется логическая функция от 
одного или нескольких аргументов, определенная на произвольном 
множестве М и принимающая всего два значения: «истина» или «ложь» («И» 
или «Л»). 
 Предикаты обозначаются большими латинскими буквами (без 
индексов или с индексами внизу), а аргументы предикатов обозначаются 
малыми латинскими буквами (без индексов или с индексами внизу). Все 
предикаты подразделяются в зависимости от числа аргументов на 
одноместные, двухместные, трехместные и так далее: P(a), P(a,b), P(a,b,c), … 
Элементарные высказывания можно рассматривать как частный случай 
предикатов, а именно как предикаты от нуля аргументов. 
 Примеры.  
 1. М – множество натуральных чисел. 
  P(a) = {а – простое число}. 
  P(1) = Л, P(2) = И, Р(3) = И, Р(4) = Л. 
 2. М – множество людей. 
  R(a,b) = {а старше b}. 
  R(Тьюринг, Гильберт) = Л. 
 3. М – множество целых чисел. 
  S(a,b,c) = { 222 cba  } 
  S(2, 3, 4) = Л, S(3, 4, 5) = И. 
 Одноместные предикаты выражают свойства предметов или понятий. 
Многоместные предикаты выражают отношения между предметами или 
понятиями. 
 Из элементарных предикатов можно получать сложные предикаты, при 
этом используются логические операции алгебры высказываний , , , ~, 
, а также кванторы. 
 Пример. 
 Пусть М – множество студентов II курса НФ МИСиС. 
 Пусть Р(а) = {студент а аккуратно посещает лекции по логике} – 
одноместный предикат. 

«Все студенты II курса НФ МИСиС аккуратно посещает лекции по 
логике» – высказывание. 

Пусть на множестве М задан предикат Р(а). Мы можем составить 
следующее высказывание: «для всех х справедливо Р(х)» ( )(xxP ). 
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 Определение 2.1.2. 

  





,

,
)(

Л

И
xxP

 Пример. 
  «Имеется студент II курса НФ МИСиС, который аккуратно посещает 
лекции по логике» – высказывание. 
 Если на множестве М задан предикат Р(а), то мы можем составить 
следующее высказывание: «существует такое х, что справедливо Р(х)» 
( )(xxP ). 
 Определение 2.1.3. 

  





,

,
)(

Л

И
xxP

 Замечание. Если переменная не входит под знак ни одного из 
кванторов, то она называется свободной и обозначается малой латинской 
буквой из начала алфавита. Если переменная входит под знак одного из 
кванторов, то она называется связанной и обозначается малой латинской 
буквой из конца алфавита. 
 Кванторы можно использовать и в случае многоместных предикатов. 
Пусть, например,  некоторый n-местный предикат. Тогда 

 – ( )-местный предикат, 
),...,,( 21 naaaP

1n),...,,( 211 naaxPx ),...,,( 211 naaxPx  – также 
( 1)-местный предикат. n
 Пример. М – множество целых чисел. 
   }|{|),( babaP   – двухместный предикат. 

   . 








0,

0,
)|(|),()(

bЛ

bИ
bxxbxxPbQ

   – одноместный предикат. )

}

(bQ
 Пример. М – множество натуральных чисел. 
   {),( babaP   – двухместный предикат. 

   








1,

1,
)(),()(

bЛ

bИ
bxxbxxPbR . 

   )(bR  – одноместный предикат. 
 

2.2. Формулы алгебры предикатов 
 

 Определение 2.2.1. Формулой алгебры предикатов называется 
элементарный предикат или сложный предикат, составленный из 
элементарных с помощью логических операций алгебры высказываний и 
кванторов. 
 Замечание. При записи формул алгебры предикатов принимают 
соглашение: если один квантор находится в области действия другого 
квантора, то переменные, связанные этими кванторами, обозначаются 
различными буквами. 

если для любого а ИaP )( , 

если найдется такой элемент а, что ЛaP )( . 

если найдется такой элемент а, что ИaP )( , 

если для любого а ЛaP )( .
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 Примеры. 
 1. )),()((),( zxzQxaRzyxyPx   – не формула. 
 2. )),()((),( zxxQaRzyxyPx   – формула. 

 3. )),()(( yxxSyzRz   – формула. 
      (a – свободная переменная, x, y, z – связанные переменные). 
 Всякая формула алгебры предикатов сама является предикатом от 
входящих в нее свободных переменных. Если формула не содержит 
свободных переменных, то она является предикатом от  нуля аргументов, то 
есть просто высказыванием. 
 Определение 2.2.2. Формула называется замкнутой, если она не 
содержит свободных предметных переменных.  
 Определение 2.2.3. Если формула алгебры предикатов  
содержит свободные переменные , , …, , то формула 

),...,,( 21 naaaU

1a 2a na
),...,,(... 2121 nn xxxUxxx   

называется замыканием формулы  . ),...,,( 21 naaaU
 Замыкание любой формулы является замкнутой формулой. Значение 
формулы алгебры предикатов зависит от трех факторов. 

1. От множества М, на котором эта формула рассматривается. 
2. От выбора конкретных предикатов, определенных на этом 

множестве. 
3. От выбора конкретных элементов этого множества, которые 

подставляются вместо свободных переменных. 
 Пример.  ),( bxxP  

1. М = N, }{),( babaP  , 1b , ЛxxbxxP  )1(),( . 
2. М = Z, }{),( babaP  , 1b , ИxxbxxP  )1(),( . 
3. М = N, }{),( babaP  , 1b , ИxxbxxP  )1(),( . 
4. М = N, }{),( babaP  , 5b , ИxxbxxP  )5(),( . 

 Значение замкнутой формулы алгебры предикатов зависит от двух 
факторов. 

1. От множества М, на котором эта формула рассматривается. 
2. От выбора конкретных предикатов, определенных на этом 

множестве. 
 Определение 2.2.4. Формула алгебры предикатов называется 
тождественно истинной, если она принимает значение «И» для всех 
множеств, для всех предикатов и для всех элементов. 

Определение 2.2.5. Формула алгебры предикатов называется 
тождественно ложной, если она принимает значение «Л» для всех множеств, 
для всех предикатов и для всех элементов. 
 Определение 2.2.6. Формула алгебры предикатов называется 
выполнимой, если она принимает значение «И» хотя бы для некоторых 
множеств, предикатов и элементов. 
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 Определение 2.2.7. Формула алгебры предикатов называется 
опровержимой, если она принимает значение «Л» хотя бы для некоторых 
множеств, предикатов и элементов. 
 Пример. )),(),(( xyPyxPyx   – замкнутая формула. 
 1. U – выполнимая. 
     M=R, Р(a, b) = {a > b}, ИxyyxyxU  )( . 
 2. U – опровержимая. 
     M=R, Р(a, b) = {a = b}, ЛxyyxyxU  )( . 
 Определение 2.2.8. Говорят, что формула U сильнее формулы V, если 
всякий раз, когда формула U принимает истинное значение, формула V также 
принимает истинное значение. 
 Пример. )()( xxPxxP  . 
 Определение 2.2.9. Две формулы U и V называются равносильными, 
если они принимают одинаковые значения для всех множеств, для всех 
предикатов и для всех элементов. 

 
2.3. Основные равносильности алгебры предикатов 

 
1. )()( xPxxxP      Знак отрицания можно внести под 

2. )()( xPxxxP      знак квантора, сменив квантор на 
       двойственный. 
3. ),(),( yxxPyyxyPx     Одинаковые кванторы 
4. ),(),( yxxPyyxyPx     можно переставлять. 
 Замечание. Двойственные кванторы переставлять нельзя: 

),(),( yxxPyyxyPx  . 
 Пример. М – множество натуральных чисел. 
   . }{),( babaP 

ЛyxyxyxyPx  )(),(  , 
ИyxxyyxxPy  )(),(  . 

5. )()())()(( xxQxxPxQxPx   Квантор существования 
       разбивается на два по дизъюнкции. 
 Замечание. Квантор всеобщности не разбивается по дизъюнкции: 

)()())()(( xxQxxPxQxPx  . 
 Пример.  М – множество натуральных чисел. 
   P(a) = {a – четное число}, Q(a) = {a – нечетное число}. 
   ИxQxPx  ))()(( , 
   ЛxxQxxP

ЛЛ




)()( . 

6. )()())()(( xxQxxPxQxPx   Квантор всеобщности разбивается 
       на два по конъюнкции. 
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 Замечание. Квантор существования не разбивается по конъюнкции. 
)()())()(( xxQxxPxQxPx  . 

 Пример.  М – множество действительных чисел. 
   Р(а) – {а – рациональное число}, 
   Q(a) – {а – иррациональное число}. 
   ЛxQxPx  ))()(( , 
   ИxxQxxP

ИИ




)()( . 

7. )()( yyPxxP      Связанные переменные 
8. )()( yyPxxP      можно переименовывать. 
9. ))(()( QxPxQxxP     Если Q не содержит буквы x, то 
10. ))(()( QxPxQxxP     можно переменить порядок 
11. ))(()( QxPxQxxP     выполнения таких операций как 
12. ))(()( QxPxQxxP     связывание квантором и 
       дизъюнкции, а также связывание 
       квантором и конъюнкции. 
13. ))(()( QxPxQxxP    Если Q не содержит буквы x, то 
14. ))(()( QxPxQxxP    при перемене порядка выполнения 
15. ))(()( xPQxxxPQ    таких операций как связывание 
16. ))(()( xPQxxxPQ    квантором и импликации квантор 
       меняется на двойственный 
       тогда и только тогда, когда он 
       стоит в посылке. 
 

2.4. Способы доказательства равносильностей 
в алгебре предикатов 

 

 В алгебре предикатов используются те же способы доказательства 
равносильности, что и в алгебре высказываний, кроме табличного. 
 Примеры. 
 1. )()( xPxxxP  . 

 I. Пусть ИxxP  )( . Тогда ЛxxP  )( , а, следовательно, существует 

такое a, что ЛaP )( , то есть существует такое a, что ИaP )( , а значит 

ИxPx  )( . 

 II. Пусть ИxPx  )( . Тогда существует такое a, что ИaP )( , то есть 
существует такое a, что ЛaP )( . Следовательно, ЛxxP  )( , а значит 

ИxxP  )( . 
 9. ))(()( QxPxQxxP   
 I. Пусть ЛQxxP  )( . Тогда ЛxxP  )(  и ЛQ  . То есть для 
любого a ЛaP )(  и ЛQ  . Следовательно, для любого a ЛQaP )( , 
значит ЛQxPx  )( . )(  
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 II. Пусть ЛQxPx  ))(( . Тогда для любого a ЛQaP )( , значит, 
для любого a ЛaP )(  и ЛQ  , следовательно, ЛxxP  )(  и ЛQ  , значит, 

ЛQxxP  )( . 
 13. ))(()( QxPxQxxP   

           QxPxQxPxQxPxQxxPQxxP   
 

2.5. Ограниченные кванторы 
  

 Пусть дано произвольное непустое множество М и пусть ME  . 
 Определение 2.5.1. Характеристическим предикатом подмножества Е 
называется предикат, определенный на всем множестве М и принимающий 
истинные значения на подмножестве Е. 









EMaЛ

EaИ
aE

\,

,
)(  

 )(aE  – характеристический предикат. 
 Определим символы )(xPx

Ex
  и )(xPx

Ex
 , где Р(а) есть произвольный 

предикат определенный на множестве М. 
 Определение 2.5.2. 

  





 ,

,
)()(

)( Л

И
xPxxPx

xEEx

 Определение 2.5.3.  

  





 ,

,
)()(

)( Л

И
xPxxPx

xEEx

 Эти кванторы называются ограниченными, так как область изменения 
аргумента ограниченна подмножеством Е. 
 Докажем равносильности, связывающие ограниченные кванторы с 
обычными. 
 1. ))()(()( xPxExxPx

Ex



  

 I. Пусть ЛxPx
Ex




)( . Тогда существует Ea , что ЛaP )( . Так как 

Ea , то ИaE )( , ЛЛИaPaE ) )(( . Кроме того, так как Ea  и 
ME  , следовательно, Ma . Итак, существует Ma , что 

ЛaPaE )()( , а, значит, ЛxPxEx  ))()(( . 
 II. Пусть ЛxPxEx  ))()(( . Тогда найдется Ma , что 

ЛaPaE  )()( , то есть ИaE )(  и ЛaP )( . Так как ИaE )( , то Ea . 
Итак, найдется Ea , что  ЛaP )( . Значит, ЛxPx

Ex



)( . 

 2. ))()(()( xPxExxPx
Ex




  

 I. Пусть ИxPx
Ex




)( . Тогда найдется Ea , что ИaP )( . Так как 

Ea , то ИaE )( , ИaPaE  )(( ) . Кроме того, Ea  и ME  , значит, 

если для любого Ea  P(a) = И, 

если существует такое Ea , что P(a) = Л. 

если существует такое Ea , что P(a) = И, 

если для любого Ea  P(a) = Л. 
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Ma . Итак, найдется Ma , что ИaPaE  )()( . Значит, 
ИxPxEx  ))()( . (  

Иx II. Пусть PxEx  )(( ))( . Тогда найдется Ma , что 
ИaPaE )(( .)  Значит aE И)(  и ИaP )( . ИaE )( , следовательно, 

Ea . Итак, найдется Ea , что ИaP )( . Следовательно, ИxPx
Ex




( ) . 

 Замечание. Основные равносильности, записанные выше для обычных 
кванторов, справедливы и для ограниченных кванторов. 
 Пример. )()( xPxx

Ex
Px

Ex
  

               )()( xPxxPxExxPxExxP
Ex

 xPxExx
Ex

  

 
2.6. Приведенные и нормальные формы 

 
 Определение 2.6.1. Формула алгебры предикатов называется 
приведенной, если она не содержит символов  импликации и эквиваленции, а 
знак отрицания в ней встречается только над элементарными предикатами. 
 Примеры. 
 1.  ),()( zxzQyyPx  . 
 Это не приведенная формула, так как в ней есть знак импликации и 
знак отрицания стоит над квантором. 
 2.  )()(),( yRaSyzxQzx   – приведенная формула. 
 Определение 2.6.2. Приведенная формула, равносильная данной 
формуле U, называется приведенной формой формулы U. 
 Каждая формула алгебры предикатов имеет приведенную форму. 
 

Способы нахождения приведенной формы. 
 1. Избавляемся от  и ~ с помощью основных равносильностей 
алгебры высказываний. 
 2. Переносим знак отрицания на элементарные предикаты с помощью 
равносильностей 1 и 2 алгебры предикатов и законов де Моргана. 
 3. Избавляемся от двойных отрицаний с помощью закона двойного 
отрицания. 
 Пример. 

   ),(),(),(),( zyzQyxaPxzyzQyxaPx  

   ),(),(),(),( zyQzyxaPxzyzQyxaPx   
 Среди всех приведенных формул мы можем выделить более узкий 
класс – класс нормальных формул. 
 Определение 2.6.3. Приведенная формула алгебры предикатов 
называется нормальной, если она или вовсе не содержит кванторов или если 
при образовании ее из элементарных формул операции связывания 
квантором выполняются после всех операций алгебры высказываний. 
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 Примеры. 
1.  )()(),( cRaSbaP   – нормальная формула. 

2.  )(),( xSzaRzx   – нормальная формула. 

3.  ),(),( zxRxzyaSy   – приведенная, но не нормальная формула. 
 Определение 2.6.4. Нормальная формула, равносильная данной 
формуле U, называется нормальной формой формулы U. 
 Каждая формула логики предикатов имеет нормальную форму.  
 

Способ нахождения нормальной формы. 
 Если некоторая формула U уже находится в приведенной форме, но не 
является нормальной формулой, то мы должны переменить порядок 
выполнения таких операций как связывание квантором и дизъюнкция, а 
также связывание квантором и конъюнкция. Для этого мы можем 
использовать равносильности 

))(()( QxPxQxxP  , ))(()( QxPxQxxP  , 
))(()( QxPxQxxP  , ))(()( QxPxQxxP  . 

 Однако эти равносильности справедливы при условии, что формула Q 
не содержит буквы x. В противном случае мы должны будем переименовать 
связанную переменную x на новую букву, которая раньше не содержалась в 
нашей формуле. Для этого мы можем использовать равносильности 

)()( yyPxxP  , )()( yyPxxP  . 
 Пример. 

 )()()()()(~)( yyQxxPyyQxxPyyQxxP  

 )()()()( yQyxPxyyQxxP  

  )()())()(( yQxPyxyQxPyx  

  )()())()(( uQzPuzyQxPyx  

 )()()()( uQzPyQxPuzyx   
 Последняя формула является нормальной. 
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ГЛАВА 3 
ИСЧИСЛЕНИЕ ВЫСКАЗЫВАНИЙ 

 
3.1. Основные понятия 

 
 В исчислении высказываний изучаются те же логические операции и 
законы, что и в алгебре высказываний. Однако, если логические операции 
задавались в алгебре высказываний с помощью таблиц истинностных 
значений, то в исчислении высказываний эти операции задаются 
аксиоматически. Если логические законы в алгебре высказываний задавались 
с помощью тождественно истинных формул, то в исчислении высказываний 
логические законы задаются с помощью формул, выводимых из аксиом с 
помощью определенных правил вывода. 
 I. Перечисление символов. 

1. Пропозициональные буквы – большие латинские буквы с    
индексами внизу или без индексов. 

2. Логические символы: , , , –. 
3. Вспомогательные символы: (, ). 

 II. Определение формулы. 
1. Всякая пропозициональная буква есть формула. 
2. Если U – формула, то U  – формула. 
3. Если U и V – формулы, то )( VU  , )( VU  , )( VU   – формулы. 

 Первый пункт является базисным, в нем указываются элементарные 
формулы. Пункты 2,3 являются индуктивными, в них даются правила, по 
которым из готовых формул можно получать новые формулы. 
 Например, ))()(( CABA   – формула. 
 A, B, C – формулы (следует из пункта 1). 
 B , C  – формулы (следует из пункта 2). 
 )( BA  , )( CA  – формулы (следует из пункта 3). 

 ))()(( CABA   – формула (следует из пункта 3). 
 Для упрощения записи формул принимаются следующие соглашения: 

1. опускается знак конъюнкции; 
2. опускаются внешние скобки; 
3. опускаются скобки, стоящие под общим знаком отрицания; 
4. опускаются те скобки, которые можно восстановить исходя из 

правил о порядке выполнения логических операций. 
 Так, CABA  )(  – сокращенная запись формулы. 
 III. Аксиомы исчисления высказываний. 
 В исчислении высказываний аксиомы задаются следующими 11-ю 
схемами. 
 1. Схемы для импликации. 

1а) )( UVU   
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Из справедливости заключения следует справедливость всей 
импликации. 
1б) ))()(())(( QUVUQVU   
Пусть из U следует импликация. Тогда, если из U следует 
посылка этой импликации, то из U следует и заключение этой 
импликации. 

 2. Схемы для конъюнкции. 
2а) UUV   
Из справедливости конъюнкции следует справедливость 
первого сомножителя. 
2б) VUV   
Из справедливости конъюнкции следует справедливость 
второго сомножителя. 
2в) ))()(()( VQUQUVU   
Пусть из U следует некоторое высказывание. Тогда, если из U 
следует второе высказывание, то из U следует конъюнкция 
этих высказываний. 

 3. Схемы для дизъюнкции. 
3а) VUU   
Из справедливости первого слагаемого следует справедливость 
дизъюнкции. 
3б) VUV   
Из справедливости второго слагаемого следует справедливость 
дизъюнкции. 
3в) ))()(()( QVUQVQU   
Пусть Q следует из некоторого высказывания. Тогда, если Q 
следует из второго высказывания, то Q будет следовать из 
дизъюнкции этих высказываний. 

 4. Схемы для отрицания. 
4а) )()( UVVU   
Если справедлива импликация, то справедлива и импликация, 
противоположенная обратной. 

4б) UU   
Двойное отрицание можно навешивать. 

4в) UU   
Двойное отрицание можно снимать. 

 Определение 3.1.1. Аксиомой исчисления высказываний называется 
любая формула, записанная по одной из этих схем. 
 Пример: )()( CABCA   – аксиома по схеме 3б. 
 IV. Основное правило вывода. 
 Все правила вывода подразделяются на основные и производные. 
 Определение 3.1.2. Правило вывода называется основным, если оно 
постулируется. 
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 Определение 3.1.3. Правило вывода называется производным, если 
оно доказывается. 
 В исчислении высказываний имеется единственное основное правило 

вывода. Это правило заключения: 
V

UVU ,
. Если справедлива импликация и 

ее посылка, то справедливо и заключение. 
 V. Определение формального доказательства и доказуемой 
формулы. 
 Определение 3.1.4. Формальным доказательством называется 
конечная система формул, записанных друг под другом, каждая из которых 
либо аксиома, либо получается из вышестоящих формул по правилу 
заключения. 
 Определение 3.1.5. Формула исчисления предикатов называется 
доказуемой, если она стоит последней строчкой некоторого формального 
доказательства. 
 Следствие 1. Всякая аксиома исчисления высказываний является 
доказуемой формулой, причем ее доказательство состоит всего из одной 
строчки. 
 1. BBDA  )(  – аксиома по схеме 2б. 
 Следствие 2. Всякая строчка формального доказательства является 
доказуемой формулой. Действительно, каждый начальный отрезок 
формального доказательства сам является формальным доказательством. 
 Следствие 3. Если получена конечная система формул, причем 
каждая из этих формул будет либо доказуемой, либо будет получаться из 
вышестоящих формул по правилу заключения, то последняя строчка такой 
системы также будет доказуема. Хотя такая система не является формальным 
доказательством, однако она может быть преобразована в формальное 
доказательство, если каждую из встретившихся там доказуемых формул 
заменить на ее формальное доказательство. 

 

3.2. Примеры доказуемых формул 
 

 1. UU   
 Доказательство. 
 1. ))())((()))((( UUUVUUUVU   

– аксиома по схеме 1б. 
1б. ))()(())(( QUVUQVU   

UU : , UQ : , UVV : . 
 2. )))((( UUVU   

– аксиома по схеме 1а. 
1а. )( UVU   

UU : , UVV : . 
 3. )())(( UUUVU   

– правило заключения (1,2). 
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 4. )( UVU   – аксиома по схеме 1а. 
 5. UU   – правило заключения (3,4). 
 
 2. VUUV   
 Доказательство. 
 1. ))()(()( VUUVUUVVUV   

– аксиома по схеме 2в. 
2в. ))()(()( VQUQUVU   

UVU : , VV : , UQ : . 
 2. VUV   – аксиома по схеме 2б. 
 3. )()( VUUVUUV    

– правило заключения (1,2). 
 4. UUV   – аксиома по схеме 2а. 
 5. VUUV   – правило заключения (3,4). 
 
 3. UUU   
 Доказательство. 
 1. ))()(()( UUUUUUU   

– аксиома по схеме 3в. 
3в. ))()(()( QVUQVQU   

UU : , UV : , UQ : . 
 2. UU   – доказуемая формула. 
 3. )()( UUUUU   

– правило заключения (1,2). 
 4. UUU   – правило заключения (3,2). 
 

3.3. Формальный вывод и выводимые формулы 
 

 Пусть Г есть произвольное множество формул (или конечное, или 
бесконечное, или пустое). 
 Определение 3.3.1. Формальным выводом из Г называется конечная 
система формул, записанных друг под другом, каждая из которых либо 
является данной формулой, либо является доказуемой формулой, либо 
получается из двух вышестоящих формул по правилу заключения. 
 Определение 3.3.2. Формула исчисления высказываний называется 
выводимой из Г, если она стоит последней строчкой некоторого формального 
вывода из Г. 
 V , « » – знак выводимости. 
 В частности, если Г конечное множество и },...,,{ 21 nUUU ,  то 
записывают VUUU n,...,, 21 , если Г есть пустое множество, то – V . 
 1. Понятие «выводимость из пустого множества» равносильно понятию 
«доказуемость»: }{}{ доказуемаVV  . 
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 2. Каждая данная формула сама является выводимой, причем ее 
формальный вывод состоит всего из одной строчки: VV  . 
 3. Если формула V выводима из некоторого множества Г, то она 
выводима из множества формул Г/, получаемого из Г: 
  а) добавлением произвольных формул; 
  б) удалением доказуемых формул. 
 4. Если из Г выводится несколько формул, а из этих формул выводится 
формула V, то из Г выводится эта формула V: 

1U , 2U , …, nU  и , , …, 1U 2U VU n   V . 
 5. Если формула V выводима из бесконечного множества формул Г, то 
она выводима и из некоторого его конечного подмножества. 
 Пусть V , . Составим формальный вывод формулы V из Г и 
обозначим через Г

 ||
/ множество тех формул из Г, какие встречаются в этом 

формальном выводе. Тогда 
 1)  / ; 

 2) /  конечно; 
 3) V/ . 
 6. Всякая строчка формального вывода является выводимой формулой. 
Действительно, всякий начальный отрезок формального вывода сам является 
формальным выводом. 
 Пример. )( QVU  , QUV . 
 1. )( QVU   – первая данная формула; 
 2. UV – вторая данная формула; 
 3. UUV   – аксиома по схеме 2а; 
 4. U – правило заключения (3,2); 
 5. QV   – правило заключения (1,4); 
 6. VUV   – аксиома по схеме 2б; 
 7. V – правило заключения (6,2); 
 8. Q – правило заключения (5,7). 
 Пример. U, V  UV. 

 1. U – первая данная формула; 
 2. V – вторая данная формула; 
 3. ))()(()( UVUVUUU   

– аксиома по схеме 2в; 
 4. UU   – доказуемая формула; 
 5. )()( UVUVU   

– правило заключения (3,4); 
 6. )( VUV   – аксиома по схеме 1а; 
 7. VU   – правило заключения (6,2); 
 8. UVU   – правило заключения (5,7); 
 9. UV – правило заключения (8,1). 
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3.4. Теорема дедукции 
 

 Теорема 3.4.1. Если Г, R  V, то Г  VR  . 

 Доказательство проведем методом математической индукции по числу 
строк k данного вывода. 
 I. Пусть 1. Данный вывод состоит из одной строчки. Тогда 
единственной строчкой данного формального вывода стоит формула V. 
Формула V может стоять первой строчкой данного вывода, если она или 
данная формула или доказуемая формула. 

k

 1.1. Пусть V – данная формула. Тогда либо V , либо V совпадает с R. 
 1.1.1. Пусть V . 
 1. V – данная формула; 
 2. )( VRV   – аксиома по схеме 1а; 
 3. VR   – правило заключения (2,1). 
 Итак, VRV  . Тогда VR   по свойству 3. 
 1.1.2. Пусть RV  . 

}{}{}{}{
31

VRRRRRдоказуемаRR    
 1.2. Пусть V – доказуемая формула. 
 1. V – доказуемая формула; 
 2. )( VRV   – аксиома по схеме 1а; 
 3. VR   – правило заключения (2,1). 

}{}{}{
31

VRVRдоказуемаяVR    
 II. Пусть теорема дедукции доказана для всех . То есть теорема 
дедукции доказана в предположении, что данный формальный вывод состоит 
из числа строчек, не превосходящего m. Докажем теорему дедукции для 

. То есть докажем теорему в предположении, что число строк 
данного вывода равно . 

mk 

1 mk
1m

 Формула V может стоять последней строчкой формального вывода, 
если  
 2.1. V – данная формула; 
 2.2. V – доказуемая формула; 
 2.3. V получена по правилу заключения из двух вышестоящих формул. 
 В случаях 2.1, 2.2 доказательство аналогично предыдущему. 
Рассмотрим случай 2.3. 
 В этом случае в нашем формальном выводе выше формулы V должны 
стоять формулы вида U и VU  . 
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V

VU

U

R

строкаm

...

...

...

)1(   

 Оборвем данный формальный вывод сразу после формулы U. Тогда мы 
получим новый формальный вывод, число строк которого не превосходит m. 
К нему мы можем применить теорему дедукции. 

URUR  , . 
 Если данный формальный вывод мы оборвем после формулы VU  , 
то мы снова получим формальный вывод с числом строчек меньшим, либо 
равным m, и, следовательно, в этом случае мы снова сможем применить 
теорему дедукции. 

)(, VURVUR   . 
 Требуется доказать, что VR  . В силу свойства 4 остается 
доказать, что UR  , VRVUR  )( . 
 1. UR   – первая данная формула; 
 2. )( VUR   – вторая данная формула; 
 3. ))()(())(( VRURVUR   

– аксиома по схеме 1б; 
 4. )()( VRUR   – правило заключения (3,2); 
 5. VR   – правило заключения (4,1). 
 Теорема доказана. 
 

3.5. Метод вспомогательных гипотез 
 

 Пусть нам требуется вывести из Г некоторую формулу, содержащую 
одну или несколько посылок. То есть требуется доказать, что 

)...)...(( 21 VUUU n  . 
Для этого достаточно все эти посылки добавить к данному множеству 
формул Г и вывести последнее заключение: 

VUUU n ...,,,, 21 . 
Действительно, 

 VUUU n ...,,,, 21 [по теореме дедукции] 
  VUUUU nn  121 ...,,,, [по теореме дедукции] 

… 
 )...)(...(, 21 VUUU n [по теореме дедукции] 

)...))(...(( 21 VUUU n   
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 Пример. Показать, что формула )( VUU   доказуема. 
 Применим метод вспомогательных гипотез и предварительно докажем, 
что VUU , . 

 1. U  – первая данная формула; 
 2. U – вторая данная формула; 

 3. )()( VUUV  – аксиома по схеме 4а; 

 4. )( UVU   – аксиома по схеме 1а; 

 5. UV   – правило заключения (4,2); 

 6. VU   – правило заключения (3,5); 

 7. V  – правило заключения (6,1); 

 8. VV   – аксиома по схеме 4в; 
 9. V – правило заключения (8,7). 
 Итак, VUU , [по теореме дедукции] 

  VUU [по теореме дедукции] 

  
1

)(  VUU  

  { )( VUU   – доказуема}. 
 

3.6. Производные правила вывода 
 

 1. Сложное правило заключения. 
)...)...(( 21 VUUU n  , VUUU n ...,,, 21  

 1.  )...)...(( 21 VUUU n 
– первая данная формула; 

 2.  – вторая данная формула; 1U
 3.  )...)(...(2 VUU n 

– правило заключения (1,2); 
 4.  – третья данная формула; 2U
     … 
      – правило заключения; VUn 
      – (nU 1n )-я данная формула; 
     V – правило заключения. 
 

 2. Правило образования конъюнкции. 
UVVU ,  

 Доказательство в примерах формальных выводов. 
 

 3. Правило силлогизма. 
QUQVVU  ,  

 Применим метод вспомогательных гипотез и предварительно докажем, 
что QUQVVU  ,,  . 
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 1. VU   – первая данная формула; 
 2. QV   – вторая данная формула; 
 3. U – третья данная формула; 
 4. V – правило заключения (1,3); 
 5. Q – правило заключения (2,4). 

QUQVVUQUQVVU   ,,,, . 
 
 4. Правило перестановки посылок. 

)()( QUVQVU    
 Докажем, что QUVQVU  ,),(  . 
 1. )( QVU   – первая данная формула; 
 2. V – вторая данная формула; 
 3. U – третья данная формула; 
 4. Q – сложное правило заключения (1,3,2). 

 QUVQVU  ,),( [по теореме дедукции] 
 QUVQVU ),( [по теореме дедукции] 

)()( QUVQVU   . 
 

 5. Правило соединения посылок. 
QUVQVU  )( . 

 Ранее было доказано: )( QVU  , QUV . 
 По теореме дедукции QUVQVU  )( . 
 
 6. Правило разъединения посылок (обратное правилу 5). 

)( QVUQUV   . 
 Предварительно докажем, что QVUQUV  ,, . 
 1. QUV   – первая данная формула; 
 2. U – вторая данная формула; 
 3. V – третья данная формула; 
 4. UV – правило образования конъюнкции (2,3); 
 5. Q – правило заключения (1,4). 

 QVUQUV  ,, [по теореме дедукции] 
 QVUQUV , [по теореме дедукции] 

)( QVUQUV   . 
 

 Приведем еще несколько примеров доказуемых формул. 
 
 1. Закон де Моргана. 

VUVU   – доказуема. 
 Применим метод вспомогательных гипотез и предварительно докажем: 

VUVU  . 
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 1. VU   – данная формула; 
 2. )()( UVUVUU   

– аксиома по схеме 4а; 
 3. VUU   – аксиома по схеме 3а; 
 4. U  – сложное правило заключения (2,3,1); 
 5. )()( VVUVUV   

– аксиома по схеме 4а; 
 6. VUV   – аксиома по схеме 3б; 
 7. V  – сложное правило заключения (5,6,1); 
 8. VU  – правило образования конъюнкции (4,7). 

1

 VUVUVUVU  { VUVU   – доказуема} 
 

 2. Закон противоречия. 

 UU  – доказуема. 
 1. )( UUUU   – доказуема ( )( VUU  – доказуема); 

 2. )( UUUU   – правило перестановки посылок (1); 

 3. UUUU   – правило соединения посылок (2); 

 4. )()( UUUUUUUU   
– аксиома по схеме 4а; 

 5. UU   – доказуемая формула; 

 6. UUUU  )(  – аксиома по схеме 4б; 

 7. UU   – правило заключения (6,5); 

 8. UU  – сложное правило заключения (4,3,7). 
 
 3. Закон исключения третьего. 
 UU   – доказуема. 

 1. UUUU   – доказуема; 

 2. )()( UUUUUUUU    
– аксиома по схеме 4а; 

 3. UU  – доказуема; 

 4. UU   – сложное правило заключения (2,1,3); 

 5. UUUU   – аксиома по схеме 4в; 
 6. UU   – правило заключения (5,4). 
 
 

3.7. Методы доказательства 
 

 Кроме метода вспомогательных гипотез рассмотрим еще три метода. 
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 1. Метод разбора случаев. 
 Лемма 3.7.1. Если Г, P  V и Г, Q  V, то VQP  , . 

 Пусть среди данных формул имеется дизъюнкция. Тогда нам 
достаточно вместо нужного нам вывода составить два формальных вывода. В 
первый раз вместо дизъюнкции в число данных формул включим первое 
слагаемое, а во втором случае мы вместо дизъюнкции в число данных 
формул включим второе слагаемое. 
 Доказательство. 
 По условию: 

 VPQPVPVP
aдедт

  ,,
3..

 (1) 

 VQQPVQVQ
aдедт

  ,,
3..

 (2) 
 По свойству 2:     QPQP  ,  (3) 
 По свойству 4 остается доказать, что VP  , VQ  , VQP  . 
 1. VP   – первая данная формула; 
 2. VQ   – вторая данная формула; 
 3. QP   – третья данная формула; 
 4. ))()(()( VQPVQVP   

– аксиома по схеме 3в; 
  ))()(()( QVUQVQU   
  PU : , QV : , VQ :  
 5. V – сложное правило заключения (4,1,2,3). 
 Лемма 3.7.1 доказана. 
 
 2. Метод добавления противоположенных гипотез. 
 Лемма 3.7.2. Если VP,  и VP, , то V . 
 Если формулу V мы можем вывести добавляя к Г противоположенные 
гипотезы P и P , то мы можем вывести V из Г и не добавляя этих гипотез. 
 Доказательство. 

 По условию VVPP
VP

VP бл




 








 31.

,
,

,
  ( PP  – доказуема). 

 Лемма 3.7.2 доказана. 
 
 3. Метод сведения к противоречию. 
 Лемма 3.7.3. Если VP,  и VP, , то P . 
 Если мы должны вывести из Г формулу, стоящую под знаком 
отрицания, то мы можем эту формулу (без отрицания) добавить к числу 
данных формул и вывести два противоположенных утверждения. 
 Доказательство. 
 По условию VP,  (1) и VP,  (2). 

 Докажем: PVV ,  (3). 
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 1. V – первая данная формула; 
 2. V  – вторая данная формула; 
 3. )( PVV   – доказуемая формула; 

 4. P  – сложное правило заключения (3,2,1). 
 Из (1), (2), (3) следует на основании свойства 4 что PP, , по 

свойству 2 PP, , следовательно P . 
 Лемма 3.7.3 доказана. 
 

 Примеры. 
 1. VUVU ,  

 1.1. Докажем, что VUUVU  ,, . 

 1. U  – первая данная формула; 
 2. V  – вторая данная формула; 
 3. U – третья данная формула; 
 4. )( VUUU   – доказуемая формула; 

 5. VU   – сложное правило заключения (4,1,3). 
 1.2. То, что VUVVU  ,,  доказывается аналогично. 

 Из 1.1 и 1.2 следует, что VUVUVU   ,, . 

 По свойству 2 VUVUVU   ,, . 

 По лемме 3.7.2 VUVU , . 
 

 2. VUVU , . 

 2.1. Докажем, что VVUVU  ,, . 
 1. U – первая данная формула; 
 2. V  – вторая данная формула; 
 3. VU   – третья данная формула; 
 4. V – правило заключения (3,1). 
 2.2. По свойству 2 VVUVU  ,, . 

 Из 2.1 и 2.2 по лемме 3.7.3 VUVU , . 
 
3.8. Связь между исчислением высказываний и алгеброй высказываний 

 

 Теорема 3.8.1. (Непротиворечивость исчисления высказываний.) 
 Если формула доказуема в исчислении высказываний, то она 
тождественно истинна в алгебре высказываний. 
 Доказательство. 
 1. Используя критерий тождественной истинности докажем, что каждая 
аксиома исчисления высказываний тождественно истинна в алгебре 
высказываний. 

1а) UVUUVUUVU  )()(  
1б)  ))()(())(( QUVUQVU  

  ))()(()( QUVUQVU  
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  )( QUVUQVU  

  QUVQUVQUVUUQUVQUVUQUV ))((  

 ))()(( QUVQQUVVQUVU   

2в)  ))()(())()(()( VQUQUVUVQUQUVU  

   VQUQVUVQUQUVUVQUQUVU )()(  

  VQUQVVQUQVUU ))((  

 ))(( QUQVVUQV   
 3в)  ))()(()( QVUQVQU  

 U ))()(( QVUQVQ  

  )( QVUQVQU  

  QVUQVQU  

  VUQQVU )(  

  VUQQQVU ))((  

  VUQVU   
 ))(( VQVUUQVU   

 Аналогично проверяются все остальные аксиомы. 
ия к тождественно  2. Докажем, что применение правила заключен

иистинным формулам приводит к тождественно стинной формуле. 

 
V

UVU ,
 – правило заключения. 

 Дано: VU   тождественно истинна и U тождественно истинна. 
ть: V т Доказа ождественно истинна. 

, то есть пусть  Пусть V не тождественно истинна ЛV   хотя бы в 
дномо  случае. Тогда в этом случае ЛЛИVU  довательно, 
формула 

. Сле
VU   опровержима, что вию. Значит, V 

тождествен о инна. 
 3. Всякая доказуемая формула исчисления высказываний то  

противоречит усло
н  ист

ждественно

 U составлена из пропозициональных 
укв 

и  

истинна, так как она получается из аксиом с помощью конечного числа 
применений правила заключения. 
 Теорема доказана. 

 формула Основная лемма. Пусть
б 1X , 2X , …, nX : ),...,,( 21 nXXXU . Всякому набору  длины n, 

состоя м  букв И  Л  соответств е набор *ще у из  и , мы поставим в   длины n, 
состоящий из пропозициональных букв или их отрицаний, по с дующему 
принципу: букве И соответствует пропозициональная буква, а букве Л 
соответствует отрицание пропозициональной буквы. Если формула U на 
некотором наборе  принимает значение И, то из соответствующего набора 

*

 
ле

  выводима сама формула U. Если формула U на некотором наборе  
нимает значение Л, то из соответствующего набора *при   выводима 

формула U . 
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 При ем р. YXU  , 2n . 
 а) },{ ИИ , },{* YX ,   ЛЛИИИUU  ),()(  

  YXYXU   ,* . 

 б)  },{ ЛИ , },{* YX , ИЛИUU  ),()(  

  YXYXU  ,* . 

 в)  },{ ИЛ , },{* YX , ИИЛUU  ),()(  

  YXYXU  ,* . 

 г)  },{ ЛЛ , },{* YX , ИЛЛUU  ),()(  

  YX XYU  ,* . 
тельство. 

остоит из трех частей, соответствующих трем пунктам 
 опре

сновную лемму для случая, когда формула U есть 

 Доказа
 Доказательство с
в делении формулы. 
 1 часть. Докажем о
просто пропозициональная буква: 1n , 1XU  . 

 а) }{И , }{ 1
* X , U ИИU  )()( . 

Требуется доказат что      ь,  11
* XXU    (по свойству 2). 

 б) }{Л , }{ 1
* X , U ЛЛU  )()( . 

Требуется доказать что      ,   11
* XXU   (по свойству 2). 

овная лемма уже мулы U,  2 часть. Допустим, что осн доказана для фор
докажем ее для формулы U . 
 Пусть  есть произ льво ный набор длины n из букв И и Л. Возможны 
ва слд учая: 

 а) U И)( , б) ЛU )( . 

 а) 
осн

UИU
л




*
.

)(  
.

, ЛU )( . Требуется доказать, что U* . 

стаеО тся доказать, что UU . 
 1. U  д– анная формула; 

 2. UU   – аксиома по схеме 4б; 
 3. U  – правило заключения (2,1). 

 б) UЛ
лосн

U 


*
..

)(   , ИU )( . Требуется доказать, что U* . 
асть. Допустим, что новная л мул U  V. 

 и Л. Возможны 4 случая. 

 а) 

 3 ч ос емма уже доказана для фор  и
Докажем ее для конъюнкции, дизъюнкции и импликации этих формул. 
 1. Рассмотрим конъюнкцию UV. 
 Пусть  набор длины n из букв И

UИU лосн  *..(  

VИV *)(

)







 

ИUV )( . Требуется доказать, что UV* . По свойству 4 остается 
оказд Uать, что VVU , . А это было доказ . ано выше
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 б) 
UU

Л

И лосн

V V

*)(
 



*

..

)( 












 ЛUV )( . Требуется доказать, что UV* . По свойству 4 остается 

оказд ать, что UVVU ,
– первая данная формула; 

. 
 1. U 
 2. V  – вторая данная формула; 
 3. )() UVVVV   (U

– аксиома по схеме 4а; 
 4. VUV   – аксиома по схеме 2б; 
 5. UV  – сложное правило заключения (3,4,2). 

уча Сл и в) ЛU )( , ИV )(  и г) ЛU )( , ЛV )(  
р атривают я а случ л ко  слу  
используется схема 2а. 
 2. Рассмотрим диз

ассм с налогично аю б), то ь в чае в) вместо схемы 2б

ъюнкцию VU  .  

 а) 
UИU лосн

VИV 

 *..)( 



 

*)(  


ИVU  ))((  . Требуется доказать, что VU * . По свойству 4 
стаео  тся доказать, что VUVU , . 

 1. U  д– первая анная формула; 
 2. V – вторая данная формула; 
 3. VUU   – аксиома по схеме 3а; 
 4. VU   3,1). 

аи  а), только в случае 
) вме

– правило заключения (
 Случ б), в) рассматриваются аналогично случаю
в сто схемы 3а используется схема 3б. 

 г) 
V

UЛU лосн

V Л 

 *..)( 



 

*)(  


 ЛVU  ))((  . Требуется доказать, что VU * . По свойству 4 

стаео  тся доказать, что VUVU , , а это было до е. 
 3. Рассмотрим им

казано выш
пликацию U V . 

 а) 
UИU лосн

VИV 

 *..)( 



 

*)(  


ИVU  ))((  . Требуется доказать, что VU * . Остается 
оказд ать, что VUVU , . 

 1. U – первая данная формула; 
 2. V – вторая данная формула; 
 3. )( VUV   – аксиома по схеме 1а; 
 4. VU  3,2). – правило заключения (
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 б) 
V

U

ЛV

ИU лосн





*

*..

)(

)(















 

 ЛVU  ))((  . Требуется доказать, что VU * . По свойству 4 

остается доказать, что VUVU , , а это было доказано выше. 

 в) 






ИV

ЛU

)(

)(




 Этот случай аналогичен случаю а). 

 г) 
V

U

ЛV

ЛU лосн





*

*..

)(

)(















 

 ИVU  ))((  . Требуется доказать, что VU * . Остается 

доказать, что VUVU , . 

 1. U  – первая данная формула; 
 2. V  – вторая данная формула; 
 3. )( VUU   – доказуемая формула; 
 4. VU   – правило заключения (3,1). 
 Основная лемма доказана. 
 Теорема 3.8.2. (Полнота исчисления высказываний.) Если формула 
тождественно истинна в алгебре высказываний, то она доказуема в 
исчислении высказываний. 
 Доказательство. 
 Обозначим через n число пропозициональных букв, входящих в 
данную формулу U. Доказательство проведем для частного случая, когда 

. 3n
 Дано: ),,( ZYXU  – тождественно истинная. 
 Доказать: ),,( ZYXU  – доказуема. 

.}{

,
,,

,,

,
,,

,,

,
,,

,,

,
,,

,,

),,(

),,(

),,(

),,(

),,(

),,(

),,(

),,(

12.

2.

2.

2.

2.

2.

2.

..

докUU

UX

UYX
UZYX

UZYX

UYX
UZYX

UZYX

UX

UYX
UZYX

UZYX

UYX
UZYX

UZYX

ИЛЛЛU

ИИЛЛU

ИЛИЛU

ИИИЛU

ИЛЛИU

ИИЛИU

ИЛИИU

ИИИИU

л

л

л

л

л

л

л

лосн






































































































































 

 Для остальных n доказательство проводится аналогично, причем 
каждый раз приходится рассматривать  случаев. n2
 Следствие. Формула доказуема в исчислении высказываний тогда и 
только тогда, когда она тождественно истинна в алгебре высказываний. 
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ГЛАВА 4 
ИСЧИСЛЕНИЕ ПРЕДИКАТОВ 

 
4.1. Введение 

 
 В исчислении предикатов изучаются те же логические законы, что и в 
алгебре предикатов, но изучение их ведется аксиоматически. 
 I. Перечисление символов. 

1. Буквенные символы. 
a. Пропозициональные буквы – большие латинские буквы с индексами 

внизу или без индексов. 
b. Предикатные буквы – большие латинские буквы с индексами вверху 

(без индексов внизу или с ними). )1(P , )1(Q , …, )1(
1P , )1(

1Q , …, )1(
2P , 

)1(
2Q , … – символы одноместных предикатов. )2(P , )2(Q , …, )2(

1P , 
)2(

1Q , …, )3(
2P , )3(

2Q , … – символы двухместных предикатов, и т. д. 
c. Символы свободных переменных – малые латинские буквы из 

начала алфавита без индексов или с индексами внизу: a, b, …, 1a , 1b , 
…, 2a , 2b , … . 

d. Символы связанных переменных – малые латинские буквы из конца 
алфавита без индексов или с индексами внизу: x, y, …, 1x , 1y , …, 2x , 

2y , … . 

2. Логические символы: , , , , , . 
3. Вспомогательные символы: (, ), , . 

 II. Определение формулы. 
1. Всякая пропозициональная буква есть формула. 
2. Если )(mP  – предикатная буква, а 1a , 2a , …, ma  – символы 

свободных переменных, то ),...,  есть формула. ,( 21
)(

m
m aaP a

3. Если U – формула, то U  – формула. 
4. Если U и V – формулы, то )( VU  , )( VU  , )( VU   – формулы. 
5. Если )(aU  – формула, то )(xxU  и )(xxU  – формулы, где x – 

любая связанная переменная, которая раньше не входила в )(aU . 
 Формулы, определенные в пунктах 1,2 называются элементарными. В 
пунктах 3,4,5 указываются правила, по которым из имеющихся формул 
можно получать новые формулы. 
 Пример. 

  )(),( )1()2( zQzxaxP   – формула. Действительно,  и 

– формулы согласно пункту (2), 

),()2( baP

)()1( cQ )()1( cQ  есть формула согласно пункту 

(3), )  и ,()2( xaxP )()1( zQz  – формулы согласно пункту (5), 

 )()1( z),( Qzxa )2(xP  есть формула согласно пункту (4). 
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 Для упрощения записи формул исчисления предикатов примем все те 
же соглашения, что и в исчислении высказываний, и договоримся опускать 
верхние символы у предикатных букв. 
 Пример. 
 )(),( zQzxaxP   – сокращенная запись формулы. 
 III. Аксиомы исчисления предикатов. 
 Схемы аксиом для импликации, конъюнкции, дизъюнкции и отрицания 
остаются теми же. Добавляется пятая группа. 
 5. Схемы для кванторов. 

5а) )()( aUxxU   
Если утверждение U справедливо для всех элементов, то оно 
справедливо и для элемента a. 
5б) )()( xxUaU   
Если утверждение U справедливо для элемента a, то найдется 
такой элемент, для которого оно справедливо. 

 В схемах 5 выражение )(aU  получается из )(xU  путем замены  всех 
вхождений x на букву a. 
 Определение 4.1.1. Аксиомой исчисления предикатов называется 
любая формула, полученная по одной из перечисленных схем. 
 IV. Основные правила вывода. 

 1. Правило заключения: 
V

UVU ,
. 

 2. Правило для квантора всеобщности: 
)(

)(

xxVU

aVU




 (U не содержит 

букву a). Если из справедливости U следует справедливость )(aV , где a 
произвольный элемент, то из справедливости U следует, что утверждение V 
справедливо для всех элементов. 

 3. Правило для квантора существования: 
UxxV

UaV



)(

)(
(U не содержит 

букву a). Если справедливость U следует из справедливости )(aV , где a 
произвольный элемент, то справедливость U следует из существования     
такого элемента, для которого утверждение V справедливо. 
 Замечание. В правилах 2, 3 )(xV  получается из )(aV  заменой всех 
вхождений a на букву x. 
 V. Определение формального доказательства и доказуемой 
формулы. 
 Определение 4.1.2. Формальным доказательством называется 
конечная система формул, записанных друг под другом, каждая из которых 
либо аксиома, либо получается из вышестоящих формул по одному из 
основных правил вывода. 
 Определение 4.1.3. Формула исчисления предикатов называется 
доказуемой, если она стоит последней строчкой некоторого формального 
доказательства. 
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 Справедливы следствия, аналогичные следствиям 1, 2, 3 из исчисления 
высказываний. 
 Следствие 4. Если формула , где  () iX,...,,( 21 nXXXU ni ,1 ) – 
пропозициональные буквы, доказуема в исчислении высказываний, то 
формула , где  () iV,...,,( 21 nVVVU ni ) – формулы исчисления предикатов, 
доказуема в исчислении предикатов. 

,1

Действительно, все схемы аксиом исчисления высказываний 
присутствуют и в исчислении предикатов. И, кроме того, правило 
заключения, которое было единственным основным правилом в исчислении 
высказываний, присутствует и в исчислении предикатов. Например, формула 

 доказуема в исчислении высказываний, значит, формула XX 
)( )(zzPzzP   доказуема в исчислении предикатов. 

 
4.2. Примеры доказуемых формул 

 
 1. )()( xxUxUx   
 Доказательство. 
 1. )()( aUxxU    – аксиома по схеме 5а; 

 2. ))()(())()(( xxUaUaUxxU   
– аксиома по схеме 4а. 
4а. )()( UVVU   

)(: xxUU  ; )(: aUV   

 3. )()( xxUaU   – правило заключения (2,1); 

 4. )()( xxUxUx   – правило для квантора существования (3). 
 
 2.  )()( xUxxxU   
 Доказательство. 
 1. )()( xxUaU   – аксиома по схеме 5б; 

 2. ))()(())()(( aUxxUxxUaU   
– аксиома по схеме 4а. 
4а. )()( UVVU   

)(: aUU  ; )(: xxUV  ; 

 3. )()( aUxxU   – правило заключения (2,1); 

 4. )()( xUxxxU   – правило для квантора всеобщности (3). 
 

4.3. Определения формального вывода и выводимой формулы 
 

 Обозначим через Г произвольное множество формул исчисления 
предикатов. 
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 Определение 4.3.1. Формальным выводом из Г называется конечная 
система формул, записанных друг под другом, каждая из которых является 
либо данной формулой, либо доказуемой формулой, либо получается из 
вышестоящих формул по одному из основных правил вывода. 
 Определение 4.3.2. Формула исчисления предикатов называется 
выводимой из Г, если она стоит последней строчкой некоторого формального 
вывода из Г.  
 

4.4. Производные правила вывода 
 

 Сохраняются производные правила вывода, доказанные в исчислении 
высказываний. 
 1. Правило обобщения: )()( xxUaU  . 
 1. )(aU  – данная формула; 
 2. ))()(()( aUAAaU   

– аксиома по схеме 1а; 
1а. )( UVU  ; )(: aUU  , AAV : ; 

 3. )()( aUAA   – правило заключения (2,1); 
 4. )()( xxUAA   – правило для квантора всеобщности (3); 
 5. )( AA  – доказуемая формула; 
 6. )(xxU  – правило заключения (4,5). 
 2. Правило навешивания кванторов всеобщности на члены 
импликации: )()()()( xxVxxUaVaU   . 
 1. )()( aVaU   – данная формула; 
 2. )()( aUxxU   – аксиома по схеме 5а; 
 3. )()( aVxxU   – правило силлогизма (2,1); 
 4. )()( xxVxxU   – правило для квантора существования (3). 
 3. Правило навешивания кванторов существования на члены 
импликации: )()()()( xxVxxUaVaU   . 
 1. )()( aVaU   – данная формула; 
 2. )()( xxVaV   – аксиома по схеме 5б; 
 3. )()( xxVaU   – правило силлогизма (1,2); 
 4. )()( xxVxxU   – правило для квантора существования (3). 
 

4.5. Теорема дедукции 
 

 Теорема 4.5.1. Если Г, R  V и R – замкнутая формула, то VR  . 

 Проведем доказательство методом математической индукции по числу 
строк k данного формального вывода. 
 I. Доказательство теоремы дедукции для 1k  проводится аналогично 
предыдущему. 
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 II. Пусть теорема доказана для всех mk  , то есть теорема доказана в 
предположении, что число строк данного вывода не превосходит m. Докажем 
теорему для 1 mk . То есть докажем теорему, предположив, что данный 
формальный вывод содержит 1m  строчку. Последней строкой этого 
формального вывода стоит формула V. Формула V может стоять строкой 
формального вывода в силу следующих причин: 

1) V – данная формула; 
2) V – доказуемая формула; 
3) V получена по правилу заключения; 
4) V получена по правилу для квантора всеобщности; 
5) V получена по правилу для квантора существования. 

 В первых трех случаях доказательство аналогично предыдущему. 

 4) Напомним правило для квантора всеобщности: 
)(

)(

xxVU

aVU




 (U не 

содержит a). В нашем случае формула V имеет вид )(xxTSV  . Причем 
в нашем формальном выводе выше формулы V должна стоять формула вида 

)(aTS  , где формула S не содержит буквы a. 























)(

...

)(

...
1

xxTS

aTS

R

m  

 Оборвем данный формальный вывод сразу после формулы )(aTS  . 
Тогда мы получим новый формальный вывод, число строк которого не 
превосходит m. И, следовательно, к этому новому формальному выводу мы 
уже можем применить теорему дедукции. 

))(()(, aTSRaTSR    
 Требуется доказать, что ))(( xxTSR  . 
 Остается доказать, что ))(())(( xxTSRaTSR   . 
 1. ))(( aTSR   – данная формула; 
 2. )(aTRS   – правило соединения посылок (1); 
 3. )(xxTRS   – правило для квантора всеобщности (2); 
 4. ))(( xxTSR   – правило разъединения посылок (3). 
 Мы имели право ко второй строке применить правило для квантора 
всеобщности, так как посылка RS не содержит буквы a. Действительно, 
известно, что формула S не содержит буквы a, а формула R по условию 
замкнута, следовательно, она вовсе не содержит свободных переменных. 
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 5) Напомним правило для квантора существования: 
UxxV

UaV



)(

)(
 (U не 

содержит a). В нашем случае формула V имеет вид SxxTV  )( . Причем в 
нашем формальном выводе выше формулы V стоит формула вида SaT )(  и 
формула S не содержит буквы a. 























SxxT

SaT

R

m

)(

...

)(

...
1  

 Оборвем данный формальный вывод сразу после формулы SaT )( . 
Тогда мы получим новый формальный вывод с числом строк, меньшим либо 
равным m, к которому мы можем применить теорему дедукции. 

))(()(, SaTRSaTR     
 Требуется доказать, что ))(( SxxTR  . 
 Остается доказать, что ))(())(( SxxTRSaTR   . 
 1. ))(( SaTR   – данная формула; 
 2. )()( SRaT   – правило перестановки посылок (1); 
 3. )()( SRxxT   – правило для квантора существования (2); 
 4. ))(( SxxTR   – правило перестановки посылок (3). 
 Применение правила для квантора существования ко второй строке 
было возможным, так как заключение SR   не содержит буквы a (S не 
содержит буквы a, а R замкнута). 
 Теорема доказана. 
 Лемма 4.5.1. Если VP, ; VQ, ; P и Q – замкнуты; то 

VQP  , . 

 Лемма 4.5.2. Если VP, ; VP, ; P – замкнута; то V . 

 Лемма 4.5.3. Если VP, ; VP, ; P – замкнута; то P . 
 В исчисление предикатов применимы методы вспомогательных 
гипотез, разбора случаев, противоположных гипотез и сведения к 
противоречию, так как эти методы опираются соответственно на теорему 
дедукции  и леммы 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3. 
 Пример. 
   ))()(()()( xQxPxxxPxxP   – доказуемая формула. 
 Применим метод вспомогательных гипотез и докажем, что 
 ))()(()()( xQxPxxxPxxP   . 
 Применим метод противоположных гипотез и докажем два 
утверждения: 
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 I. )()( xxQxxP  , ))()(()( xQxPxxxP   . 

 II. )()( xxQxxP  , ))()(()( xQxPxxxP   . 
 I. 
 1. )()( xxQxxP   – первая данная формула; 
 2. )(xxP  – вторая данная формула; 
 3. )(xxQ  – правило заключения (1,2); 
 4. ))()(()( aQaPaQ   

– аксиома по схеме 1а; 
1а. )( UVU  , )(: aQU  , )(: aPV  . 

 5. ))()(()( xQxPxxxQ   
–правило навешивания кванторов существования 
на члены импликации (4); 

 6. ))()(( xQxPx   – правило заключения (5,3). 
 II. 
 1. )()( xxQxxP   – первая данная формула; 

 2. )(xxP  – вторая данная формула; 

 3. )()( xPxxxP   – доказуемая формула; 

 4. )(xPx  – правило заключения (3,2); 

 5. ))()(()( aQaPaP   
– доказуемая формула; 

 6. ))()(()( xQxPxxPx   
–правило навешивания кванторов существования 
на члены импликации (5); 

 7. ))()(( xQxPx   – правило заключения (6,4). 
 Из I, II и из того, что )(xxP  – замкнутая формула, по лемме 4.5.2 
следует, что ))())()( (( xQxPxxxPxxP   . Так как )()( xxQxxP   – 
замкнутая формула, то по теореме дедукции 

  ))()(()()( xQxPxxxPxxP  . 
По свойству 1 рассматриваемая формула является доказуемой. 
 

4.6. Связь между исчислением предикатов и алгеброй предикатов 
 

 Теорема 4.6.1. (Непротиворечивость исчисления предикатов.) Если 
формула доказуема в исчислении предикатов, то она тождественно истинна в 
алгебре предикатов. 
 Доказательство. 
 I часть. Докажем, что каждая аксиома исчисления предикатов 
тождественно истинна в алгебре предикатов. Для схем I, II, III и IV групп 
доказательство аналогично тому, что было приведено в исчислении 
высказываний. 
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 5а) Докажем, что формула )()( aUxxU   тождественно истинна. 
Пусть ЛaUxxU  )()(  хотя бы в одном случае. Тогда ИxxU  )(  и 

ЛaU )( . Так как ЛaU )( , то ЛxxU  )( . Противоречие говорит о том, 
что формула )()( aUxxU   тождественно истинна. 
 5б) Докажем, что формула )()( xxUaU   тождественно истинна. 
Пусть ЛxxUaU  )()(  хотя бы в одном случае. Тогда ИaU )(  и 

ЛxxU )( a . Так как ИU )( , то ИxxU  )( . Противоречие говорит о том, 
что формула )()( xxUaU   тождественно истинна. 
 II часть. Докажем, что применение основных правил вывода к 
тождественно истинным формулам снова приводит к тождественно 
истинным формулам. 
 1. Для правила заключения это было доказано в предыдущей главе. 

 2. Рассмотрим правило для квантора всеобщности 
)(

)(

xxVU

aVU




, (U не 

содержит a). Пусть )(aVU   – тождественно истинна. Докажем, что 
)(xxVU   тождественно истинна. Проведем доказательство методом от 

противного. Пусть ЛxxVU  )(  хотя бы в одном случае. Тогда ИU  , 
ЛxxV  )( . Так как ЛxxV  )( , то найдется такое a, что ЛaV )( . 

Следовательно, найдется такое a, что ЛaVU  )( . Противоречие говорит 
о том, что )(xxVU   тождественно истинна. 

 3. Рассмотрим правило для квантора существования 
UxxV

UaV



)(

)(
, (U 

не содержит a). Пусть UaV )(  – тождественно истинна. Докажем, что 
UxxV  )(  тождественно истинна. Проведем доказательство методом от 

противного. Пусть ЛUxxV ) (  хотя бы в одном случае. Тогда 
ИxxV  )(  и ЛU  . Так как ИxxV  )( , то найдется такое a, что 

ИaV )( . Следовательно, найдется такое a, что ЛUaV )( . 
Противоречие говорит о том, что UxxV  )(  тождественно истинна. 
 III часть. Так как всякая доказуемая формула получается из аксиом с 
помощью основных правил вывода, то всякая доказуемая формула 
тождественно истинна. 
 Теорема 4.6.2. (Полнота исчисления предикатов.) Если формула 
тождественно истинна в алгебре предикатов, то она доказуема в исчислении 
предикатов. (Принимаем без доказательства.) 
 Теорема доказана Гёделем. 
 Следствие. Формула доказуема в исчислении предикатов тогда и 
только тогда, когда она тождественно истинна в алгебре предикатов. 
 Замечание. В теореме дедукции мы не можем отбросить условие 
замкнутости формулы R. Покажем, что если предположить, что теорема 
дедукции справедлива без этого ограничения, то есть 
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VRVR  ,
)(

, то мы придем к противоречию. По правилу 
обобщения )(xxUaU  , по теореме дедукции )()( xxUaU  , по 
свойству 1 это равносильно тому, что формула )()( xxUaU   доказуема, 
следовательно по правилу для квантора существования формула 

)()( xxUxxU 
)()(
 доказуема, следовательно, по теореме 4.6.1 формула 

xxUxxU   тождественно истинна. А это не так. Приведем 
контрпример, иллюстрирующий это: NM  , {)( aU a – простое}. Тогда 

ЛЛИxxUxxU  )()( . 
 Аналогично можно показать, что в леммах 4.5.1, 4.5.2 и 4.5.3 
ограничения также существенны. 
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ГЛАВА 5 
ПРИКЛАДНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ПРЕДИКАТОВ 

 
5.1. Основные понятия 

 
 Прикладное исчисление предикатов так же, как и исчисление 
высказываний и исчисление предикатов, излагается в виде аксиоматической 
системы. В отличие от предыдущих разделов, где изучались только 
логические законы, прикладное исчисление предикатов позволяет наряду с 
логическими законами изучать и математические законы. 
 I. Перечисление символов. 

1. Символы сигнатуры. Рассмотрим три множества: },...,,{ 211 p  – 

множество символов индивидуальных объектов; 

} – множество функциональных символов; 

} – множество предикатных символов. 
Верхние индексы у функциональных и предикатных символов 
показывают число аргументов. В частных случаях p, r и q могут 
обращаться в нуль, то есть некоторые из перечисленных символов 
могут отсутствовать. Сигнатурой называется объединение этих трех 
множеств: 32

,...,,{
)()(

2
)(

12
21 qn

q
nn fff

,...,,{ )()(
2

)(
13

21 rm
r

mm ppp

1   . 
2. Символы переменных. а) Символы свободных переменных (малые 

латинские буквы из начала алфавита с индексами внизу или без 
индексов). б) Символы связанных переменных (малые латинские 
буквы из конца алфавита с индексами внизу или без индексов).  

3. Логические символы: , , , , , . 
4. Символ равенства: =.  
5. Вспомогательные символы: (, ), ,. 

 II. Определение терма и формулы. 
 Определение 5.1.1. 

1. Всякий символ индивидуального объекта из 1  есть терм. 
2. Всякий символ свободной переменной есть терм. 
3. Если )(nf  есть функциональный символ из 2 , а 1t , 2t , …, nt  – 

термы, то ),...,  – терм. ,( 21
)(

n
n tttf

 В пунктах 1 и 2 определяются элементарные термы, а в пункте 3 
указано правило, позволяющее из имеющихся термов получать новые термы. 
 Определение 5.1.2.  

1. Если 1t  и 2t  – термы, то )( 21 tt   – формула. 

2. Если )(mp  – предикатный символ из 3 , а 1t , 2t , …, mt  – термы, то 

),...,  есть формула. , 21 tt()(
m

m tP

3. Если U – формула, то U  – формула. 
4. Если U и V – формулы, то )( VU  , )( VU  , )( VU   – формулы. 
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5. Если )(aU  – формула, содержащая свободную переменную a, то 
)(xxU  и )(xxU  также есть формулы, где x – произвольная 

связанная переменная, не входящая раньше в формулу )(aU . 
 В пунктах 1 и 2 даются определения элементарных формул. В пунктах 
3, 4, 5 даются правила, по которым из готовых формул можно получать 
новые формулы. 
 Замечание. Отметим, что определения терма и формулы зависят от 
выбора конкретной сигнатуры .  
 Замкнутую формулу сигнатуры  мы будем также называть 
предложением, совокупность всех предложений сигнатуры  будем 
обозначать . Все соглашения, касающиеся упрощения записи формул, 
сформулированные выше, остаются в силе. Кроме того, применим два новых 
соглашения. 

L

1. Если )2(f  – двухместных функциональный символ, то вместо терма 

),()2  мы будем писать a f b. Например: ba(f ba  . 

2. Если )2(P  – двухместный предикатный символ, то вместо формулы 
),()2  мы будем писать a P b. Например: ba(P ba  . 

 Пример. 
 В сигнатуре  )} ( zy{ )2( xzyx   есть формула в упрощенной 
записи. Действительно: 
 a, b, c – термы согласно пункту (2); 
  – терм согласно пункту (3); ba 
 )  – формула согласно пункту (1); ( cba 
 )  – формула согласно пункту (5); ( zbaz 
 )  – формула согласно пункту (5); ( zyazy 
 )( zyxzyx   – формула, согласно пункту (5). 
 III. Аксиомы прикладного исчисление предикатов. 
 Схемы для импликации, конъюнкции, дизъюнкции и отрицания 
остаются прежними. 
 5. Схемы для кванторов. 

5а) )()( tUxxU  , где t – произвольный терм. 
5б) )()( xxUtU  , где t – произвольный терм. 

 6. Аксиомы равенства. 
6а) )( xxx   – аксиома рефлексивности. 
6б) )( xyyxyx   – аксиома симметричности. 
6в) )( zxzyyxzyx   – аксиома транзитивности. 
Аксиомы 6а, 6б и 6в являются аксиомами эквивалентности. 
6г) Для каждого функционального символа  имеется 
аксиома замены 

2
)( nf

)),...,(),...,(...(...... 1
)(

1
)(

1111 n
n

n
n

nnnn yyfxxfyxyxyyxx  . 



 52

6д) Для каждого предикатного символа  имеется 
аксиома замены 

3
)( mP

)),...,(),...,(...(...... 1
)(

1
)(

1111 m
m

m
m

mmmm yyPxxPyxyxyyxx  . 
 IV. Основные правила вывода. 

1. Правило заключения: 
V

UVU ,
. 

2. Правило для квантора всеобщности: 
)(

)(

xxVU

aVU




 (U не содержит 

a). 

3. Правило для квантора существования: 
UxxV

UaV



)(

)(
 (U не содержит 

a). 
 V. Определения формального доказательства и доказуемой 
формулы. 
 Эти определения остаются прежними.  
 Также прежними остаются определения формального вывода и 
выводимой формулы. Аналогично формулируются теорема дедукции 4.5.1 и 
леммы 4.5.1, 4.5.2 и 4.5.3. Сохраняют силу и все доказанные ранее 
производные правила вывода. 
 

5.2. Примеры 
 

 Пример.  
}{ .  

 )( zyxzyx   – доказуемая формула. 
 
 1. )( xxx   – аксиома рефлексивности; 
 2. )()( babaxxx   

– аксиома по схеме 5а; 
5а. )()( tUxxU  , xxxU :)( , bat : ; 

 3.  – правило заключения (1,2); baba 
 4. )( zbazbaba   

– аксиома по схеме 5б. 
5б. )()( xxUtU  , 

xbaxU :)( ; zx : ; bat : . 
 5.  – правило заключения (4,3); )( zbaz 
 6. )( zyazy   – правило обобщения (5); 
 7. )( zyxzyx   – правило обобщения (6). 
 Рассмотрим некоторые новые производные правила вывода. 

1. tt   – рефлексивность. 
2. 1221 tttt    – симметричность. 
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3. 313221 , tttttt    – транзитивность. 

4. ),...(),...,(...,, 1
)(

1
)(

11 n
n

n
n

nn ssfttfstst    – правило замены для 

функционального символа )(nf . 

5. ),...(),...,(,...,, 1
)(

1
)(

11 n
m

n
m

mm ssPttPstst    – правило замены для 

предикатного символа )(mP . 
 Все эти правила можно доказать используя схему 5а, аксиомы 
равенства, а также правило заключения и правило образования конъюнкции. 
Докажем, например, правило 3. 
 1.  – первая данная формула; 21 tt 
 2.  – вторая данная формула; 32 tt 
 3. )( zxzyyxzyx   

– аксиома транзитивности; 
 4. )()( 11 ztzyytzyzxzyyxzyx   

– аксиома по схеме 5а; 
 5. )( 11 ztzyytzy   

– правило заключения (4,3); 
 6. )()( 122111 ztztttzztzyytzy   

– аксиома по схеме 5а; 
 7. )( 1221 ztztttz   

– правило заключения (6,5); 
 8. )()( 3132211221 ttttttztztttz   

– аксиома по схеме 5а; 
 9.  – правило образования конъюнкции (1,2); 3221 tttt 
 10.  – сложное правило заключения (8,7,9). 31 tt 
 Пример. 
 },{  . 
 , abaa )(  ababba    . 
 1.  – первая данная формула; abaa )( 

 2.  – вторая данная формула; bba 
 3. aa   – доказуемая формула (рефлексивность); 
 4.  – правило замены для пересечения (3,2); babaa  )(
 5.  – правило симметрии (4); )( baaba  
 6.  – правило транзитивности (5,1). aba 
 

5.3. Структура, элементарная теория структуры. 
Элементарная эквивалентность структур 

 

 Пусть даны сигнатура  и 

множество M, отличное от пустого. Каждому символу 

},...,,,...,,,...,{
)()(

1
)()(

11
11 qr m

q
mn

r
n

p PPff 

1 i  поставим в 
соответствие некоторый конкретный элемент из множества M. Каждому 
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функциональному символу  поставим в соответствие некоторую 
операцию, определенную на множестве M, причем число аргументов этой 
операции будет равно верхнему индексу . Каждому предикатному символу 

 мы поставим в соответствие предикат, определенный на множестве 
M, число аргументов которого равно .  

2
)( in

if

m

)(
1,,..., 1n

p f

in

,..., rf

3
)( im

iP

i

 Определение 5.3.1. Непустое множество M с выделенными на нем 
элементами, с определенными на нем операциями и предикатами называется 
структурой. 

 )()(
1

)(
1

* ,...,,, 1 qr m
q

mn PPMM 
*

, 

 M – основное множество структуры M . 
 Отметим некоторые факты. 
 1. Каждому незамкнутому терму t сигнатуры  соответствует в 
структуре *M  некоторая операция, число аргументов которой равно числу 
свободных переменных, входящих в терм t. 
 2. Каждому замкнутому терму t сигнатуры  соответствует в структуре 

*M  некоторый конкретный элемент. 
 3. Всякой незамкнутой формуле U сигнатуры  соответствует в 
структуре *M  некоторый предикат, число аргументов которого равно числу 
свободных переменных формулы U. 
 4. Любой замкнутой формуле U сигнатуры  соответствует в структуре 

*M  некоторое высказывание, которое будет либо истинным, либо ложным. 
 Пример 1. 
 },,,,1{   
   ,,,,1,N*N

1. a, b, ba  , cba  )(  – операции в *N ; 

2. 1, )11(  – конкретные элементы в *)11(  N ; 

3. ba  , abb , )( aa   xx   – предикаты в *N ; 

4. )( xyyxyx  , )yz  – высказывания в *N . (xzyx  
 Пример 2. 
 },,,{   
 , M – множество всех множеств на плоскости.  ,,,, M*M

1. a, b, c, ba  , ba  , )( ca   – операции в *)( ba  M ; 

2. ,  ,   – конкретные элементы в *M ; 

3. ba  , cba   – предикаты в * M ; 

4. )( xyyx  , )yx( yx yx   – высказывания в *M . 

 Определение 5.3.2. Элементарной теорией структуры *M  называется 
совокупность всех предложений сигнатуры , истинных в этой структуре. 

})( ** MвИMT , U:{ UU L     
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 Пример 1. )( xyyxU  ,  ,* NN ,  ,* ZZ . 

 ЛU   в )( ** NTUN  , ИU   в . )( ** ZTUZ 

 Пример 2. )11(  xxxU , , .  ,,1,* RR  ,,1,* QQ

 ИU   в , )( ** RTUR  ЛU   в )( ** QTUQ  . 
 Определение 5.3.3. Две структуры называются элементарно 
эквивалентными, если всякое предложение соответствующей сигнатуры 
будет принимать одно и то же значение в этих структурах. 
 Пример. *N  не эквивалентна *Z , *R  не эквивалентна . *Q
 

5.4. Элементарные системы аксиом 
 

 Определение 5.4.1. Элементарной системой аксиом сигнатуры  
называется конечное или бесконечное множество предложений этой 
сигнатуры. 
 } или ,...,,{ 21 nAAAS  ,...},{ 21 AAS  , где LAi  . 
 Пример. 
 },0{   
  )(1 xyyxyxA 
 ))()((2 zyxzyxzyxA   
 )0(3 xxxA   
  )0(4  yxyxA
  – система аксиом группы; },,{ 4321 AAAS 
 } – система аксиом абелевой группы. ,,,{ 43212 AAAAS 
 

Непротиворечивость системы аксиом. 
 Определение 5.4.2. Система аксиом называется непротиворечивой, 
если не существует такого предложения, которое выводится из этой системы 
аксиом одновременно со своим отрицанием. 

{S – непротиворечива} )( USUSU
LU

 
 

 

 Теорема 5.4.1. Система аксиом S непротиворечива тогда и только 
тогда, когда существует хотя бы одно предложение, не выводимое из этой 
системы аксиом. 
 Доказательство. 
 Необходимость. Дано: S – непротиворечива. Доказать: )( VSV

LV



 . 

 Пусть любое предложение выводимо из S. Тогда US  и US . 
Следовательно, S – противоречива, что противоречит условию. 
 Достаточность. Дано: )( VSV

LV



 . Доказать: S – непротиворечива. 

 Пусть S – противоречива. Следовательно, существует предложение 
 такое, что LU  US  и US . В 3.5 было доказано, что VUU , . 

Следовательно, по свойству 4 VS , что противоречит условию. 
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 Теорема 5.4.2. Если некоторое предложение U не выводимо из 
системы аксиом S, то тогда новая система аксиом, полученная из S 
добавлением формулы U , будет непротиворечивой. 
 Доказательство.  
 Дано: US  . Доказать: }{0 USS   – непротиворечива. 

 Пусть  – противоречива, то есть 0S )( 00 VSVSV
LV

 
 

. Тогда 

US
UU

US
VUSVS

VUSVS л
























 3.5.4.

0

0

,

,
, 

что противоречит условию. 
 Теорема 5.4.3. Бесконечная система аксиом непротиворечива тогда и 
только тогда, когда непротиворечива любая ее конечная подсистема. 
 Доказательство. 
 Необходимость. Дано: бесконечная система аксиом S – 
непротиворечива;  – конечная подсистема системы S. Доказать:  – 
непротиворечива. 

0S 0S

 Пусть  – противоречива, то есть 0S LU  , что US 0  и US 0 . 

USUS

USUS
a









0

3

0 . 

Следовательно, S – противоречива, что противоречит условию. 
 Достаточность. Дано: любая конечная подсистема системы S 
непротиворечива. Доказать: S – непротиворечива. 
 Пусть S – противоречива. То есть LU  , что US  и US . Так как 
S – бесконечная система аксиом, а U выводима из S, то по свойству 5 
существует конечная подсистема  системы S такая, что 1S US 1 . 
Аналогично существует конечная подсистема  системы S такая, что 2S

US 2 . Обозначим через 210 SSS  .  – конечная подсистема системы S.  0S

US
a

US  0
3

1 , US
a

US  0

3

2 , следовательно  – противоречива, что 
противоречит условию. 

0S

 

Полнота системы аксиом. 
 Определение 5.4.3. Система аксиом S называется полной, если какое 
бы предложение сигнатуры  мы бы ни взяли, или оно само, или его 
отрицание выводимо из S.  

{S – полна} )( USUSU
LU

 
 

 

 Теорема 5.4.4. Система аксиом S является полной тогда и только 
тогда, когда добавление к S любого предложения, не выводимого из S, 
приводит к противоречивой системе аксиом. 
 Доказательство. 
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 Необходимость. Дано: S – полна, US  . Доказать:  – 
противоречива. 

}{0 USS 

 Так как S – полна и US  , то по определению полноты 

USUS
a

 0

3

 . По свойству 2 USUUS  0,  . Следовательно,  – 
противоречива. 

0S

 Достаточность. Дано: }{( 0 VSSVSV
LV







 – противоречива). 

Доказать: S – полна. 
 Пусть S не полна, что равносильно 

)( USUSU
LU

 
 

. 

То есть , что 1) LU  }{
2.4.5.

USUS
т

  – непротиворечива, 2) 

}{U
.

SUS
усл

  – противоречива. Полученное противоречие говорит о 
неверности предположения. 
 Теорема 5.4.5. Система аксиом непротиворечива и полна тогда и 
только тогда, когда невыводимость из S произвольного предложения 
равносильно выводимости из S его отрицания. 

{S – непротиворечива и полна} )( USUSU
LU

 
 

 

 Доказательство. 
 Необходимость. Дано: S – непротиворечива и полна. Доказать: 

)( USUSU
LU

 
 

. 

 Пусть U – произвольное предложение из . Если L US  ,  то US , 

так как S – полна. Если US , то US  , так как S – непротиворечива. 
 Достаточность. Дано: )( USUSU

LU
 

 

. Доказать: S – 

непротиворечива и полна. 
 Докажем сначала, что S – непротиворечива. Пусть S – противоречива. 
Тогда , что LU  US , USUS   . Получили противоречие. 
 Докажем теперь, что S – полна. Пусть S не полна. Тогда LU  , что 

USUS   , US  . Получили противоречие. 
 

Независимость системы аксиом. 
 Определение 5.4.4. Аксиома SAi   не зависит от остальных аксиом, 
если она не выводится из множества остальных аксиом. 

{  не зависит от остальных аксиом}{SAi  ii AS  , где } }{\ ii ASS 
 Определение 5.4.5. Система аксиом S называется независимой, если 
каждая ее аксиома не зависит от остальных.  
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5.5. Модель системы аксиом. 
 

 Определение 5.5.1. Пусть S – система аксиом сигнатуры . Моделью 
системы аксиом S называется такая структура *M  сигнатуры , в которой все 
аксиомы из S истинны. 

{ *M  – модель системы аксиом S}
SA
i

i

A


 ( ИAi   в *M ) 

 Теорема 5.5.1. Если предложение U выводимо из системы аксиом S, 
то это предложение истинно в любой модели системы S. 
 Доказательство. 
 Дано: US . Доказать: *M ( *M  – модель S  ИU   в *M ). 
 Пусть *M  – модель S и пусть ЛU   в *M . Докажем, что U выводимо 
из некоторой конечной подсистемы  системы S. Если S – конечна, то  

. Пусть теперь S – бесконечна. По свойству 5 раз U выводима из 
бесконечного множества формул S, то U будет выводима и из некоторого 
конечного подмножества этого множества. Тогда это конечное 
подмножество мы и обозначим через . 

0S

0S

SS 0

US 0 , где },...,,{ 210 nAAAS  , SAi   ( ni ,1 ). 
 Так как UAAA n,...,, 21  и формулы , , …,  – замкнутые, то по 
теореме дедукции 

1A 2A nA

 ))(...(...,...,, 21121 UAAAUAAAA nnn   
))...(( 21 UAAA n    

 Последнее утверждение по свойству 1 равносильно тому, что 
 – доказуема, а, следовательно, V – 

тождественно истинна. Так как 

)...)...(( 21 UAAAV n 
*M  – модель S, то ИA 1  в *M , …, ИAn   в 

*M . 
ЛЛИИИUAAAV n  )...)...(()...)...(( 21  

 Итак, ЛV   в *M , что противоречит тому, что формула V – 
тождественно истинна. 
 Замечание. Выше мы дали определения непротиворечивости, полноты 
и независимости системы аксиом. Эти определения иногда называют 
формальными определениями, так как они опираются на понятие 
«выводимость». Теперь мы дадим новые определения этим трем понятиям, 
которые мы назовем содержательными определениями. Содержательные 
определения будут использовать понятия «структура» и «модель». 
 Определение 5.5.2. Система аксиом S называется непротиворечивой, 
если для нее существует хотя бы одна модель. 
 Теорема 5.5.2. Формальное и содержательное определения 
непротиворечивости равносильны. 
 Доказательство. 
 Необходимость примем без доказательства.  
 Достаточность. Дано: S – непротиворечива содержательно, то есть для 



 59

нее существует модель *M . Доказать: S – непротиворечива формально. 
 Пусть S формально противоречива. Значит, найдется  такое, что 

1) 
LU 

US , а, значит, по теореме 5.5.1 ИU   в *M , 2) US , а, 
следовательно, по теореме 5.5.1 ИU   в *M , то есть ЛU   в *M . 
Полученное противоречие доказывает теорему. 
 Теорема 5.5.3 (обратная теореме 5.5.1.) Если некоторое предложение 
истинно в любой модели системы аксиом S, то оно выводится из S.  
 Доказательство. 
 Дано: *M ( *M  – модель S  ИU   в *M ). Доказать: US . 
 Пусть US  , тогда по теореме 5.4.2 }{0 USS   – формально 

непротиворечива. По теореме 5.5.2 }{0 USS   содержательно 
непротиворечива. Это утверждение по определению равносильно тому, что 
существует модель *M для }{0 USS  . Следовательно, в *M  будут 
истинны все аксиомы из . Но тогда, во-первых, все аксиомы из S истинны 

в 
0S

*M , что равносильно тому, что *M  – модель для S, во-вторых, ИU   в 
*M , что равносильно тому, что ЛU   в *M . Это противоречит условию.  

 Определение 5.5.3. Система аксиом S называется полной, если любые 
две ее модели элементарно эквивалентны между собой. 
 {S – полна}{ ** LM  ( *M  – модель S, *L  – модель S  *M  
элементарно эквивалентна *L )}  
 Теорема 5.5.4. Формальное и содержательное определения полноты 
равносильны.  
 Доказательство. 
 Необходимость. Дано: S – формально полна. Доказать: S – 
содержательно полна. 
 Пусть *M  и *L  – модели S. Докажем, что они элементарно 
эквивалентны. Предположим, что это не так. Тогда существует такое LU  , 

что оно в структурах *M  и *L  принимает различные значения. Пусть ЛU   
в *M  (следовательно по теореме 5.5.1 US  ) и ИU   в *L , что равносильно 
тому, что ЛU   в *L  (следовательно по теореме 5.5.1 US  . Получили 
противоречие с условием. 
 Достаточность. Дано: S – содержательно полна. Доказать: S – 
формально полна. 
 Предположим, что это не так. Значит, существует  такое, что: LU 

1) US  , следовательно, по теореме 5.5.3 найдется модель *M  
системы S такая, что ЛU   в *M ; 

2) US  , следовательно, по теореме 5.5.3 найдется модель *L  системы 
S такая, что ЛU   в *L , то есть ИU   в *L . 

 Выводы в пунктах 1) и 2) говорят о том, что *M  не элементарно 
эквивалентна *L , что противоречит условию. 
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 Определение 5.5.4. Аксиома SAi   не зависит от остальных аксиом 
системы S, если существует такая структура, в которой эта аксиома ложна, а 
остальные аксиомы истинны. 
 { SAi   не зависит от остальных аксиом} *M (  в ЛAi 

*M , а все 

остальные аксиомы истинны в *M ). 
 Определение 5.5.5. Система аксиом S называется независимой, если 
любая ее аксиома не зависит от остальных. 
 Теорема 5.5.5. Формальное и содержательное определения 
независимости равносильны между собой. 
 Доказательство. 
 Необходимость. Дано:  не зависит от остальных аксиом формально. 
Доказать:  не зависит от остальных аксиом содержательно. 

iA

iA

 По условию ii AS  , где }{\ ii ASS  . Следовательно, по теореме 5.5.3 

существует такая модель * M  дл iS , ч Ля то Ai   в *M . А то то *, ч M  – 

модель для iS , означает, что все аксиомы из iS  истинны в *M . Итак, акс ма 

iA  не зависит от остальных аксиом содержател
ио

ьно. 
 Достаточность. Дано: аксиома i  не зависит от остальных 
содержательно. Доказать: аксиома  не зависит от остальных формально. 

Фактически, требуется доказать, что 

A

iA

ii AS  , где } . Допустим, 

i

{\ ii ASS 

i AS  , тогда по теореме 5.5.1 ИAi   в любой модели *M  системы аксиом 

i . То есть, в любой структуре, где остальные аксиомы истинны, данная 
аксиома  также должна быть истинной, что противоречит условию. 
S

iA
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ГЛАВА 6 
АЛГОРИТМЫ И РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ 

 
6.1. Интуитивное понятие алгоритма 

 
 Интуитивное понятие алгоритма служило математикам, начиная со 
времён Евклида до 30-х годов 20-го века, до тех пор, пока не появилось 
строгое определение этого понятия. 
 Определение 6.6.1. Задача называется алгоритмически разрешимой, а 
метод ее решения называется алгоритмом, если выполняются следующие 
условия. 

1. Массовость. Данная задача распадается на совокупность 
однотипных задач, причем указанный метод решения пригоден для 
каждой задачи из этой совокупности. 

2. Счётность. Множество отдельных задач, на которые распадается 
наша основная задача, должно быть счетным. (Множество 
называется счётным, если можно установить взаимно однозначное 
соответствие между этим множеством и множеством натуральных 
чисел.) 

3. Автоматичность. Алгоритм должен быть сформулирован таким 
образом, чтобы его можно было автоматически применять к 
решению любой задачи из данной совокупности. При решении 
отдельных задач этим методом не должно возникать никаких 
принципиальных трудностей. Все частные случаи, которые могут 
нам представиться, должны быть предусмотрены при формулировке 
алгоритма. 

4. Выполнимость отдельных шагов. При применении алгоритма к 
решению отдельной задачи может возникнуть необходимость 
выполнить ряд шагов. Каждый шаг в каждой задаче должен быть 
принципиально выполним (если отвлечься от времени выполнения, 
от точности инструментов, от размеров бумаги). 

5. Результативность. Процесс решения каждой отдельной задачи 
должен заканчиваться через конечное число шагов и давать 
определенный результат. 

6. Обоснованность. Должно быть доказано, что результат, который мы 
получаем при применении алгоритма к каждой отдельной задаче, 
является решением этой задачи. 

 Можно заметить, однако, что это определение, может быть, не совсем 
соответствует сложившемуся у многих понятию алгоритма. Например, 
алгоритм игры в «преферанс» согласно этому определению таковым не 
является, так как число отдельных задач, на которые распадается основная 
задача при определении хода – конечно, а не счётно. 
 Пример. 

Алгоритм Евклида для нахождения НОД. 
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Задача: Найти НОД натуральных чисел a и b. 
Описание метода. Если ba  , то aba ),( . Рассмотрим случай ba  . 
1. Делим большее число на меньшее, находим частное и остаток. 
2. Делим меньшее число на остаток, находим новое частное и новый 

остаток. 
3. Делим предыдущий остаток на последующий, находим новое 

частное и новый остаток. 
4. За НОД принимаем последний отличный от нуля остаток. 
Покажем, что это действительно есть алгоритм.  
1. Наша задача распадается на совокупность однотипных задач, 

которые получаются при конкретных значениях a и b. 
2. Множество отдельных задач является счетным, так как каждая 

отдельная задача задается указанием пары натуральных чисел, а 
множество пар натуральных чисел есть множество счетное. 
Докажем это. 

 (1,1)    (1,2)    (1,3)    (1,4)    … 
 (2,1)    (2,2)    (2,3)    … 
 (3,1)    (3,2)    … 
 (4,1)    …. 
 … 
 (1,1)1, (1,2)2, (2,1)3, (1,3)4, (2,2)5, (3,1)6, (4,1)7, … . 
3. Указанный метод можно автоматически применить к любой паре 

натуральных чисел, причем для деления натуральных чисел можно 
применять известный нам метод деления углом, который также 
обладает свойством автоматичности. 

4. Каждый отдельный шаг в каждой задаче принципиально выполним, 
так как деление с остатком всегда возможно. 

5. Указанный метод нахождения НОД для любой пары натуральных 
чисел заканчивается через конечное число шагов. Действительно, 
остаток от деления всегда меньше делителя, следовательно, мы 
получаем убывающую последовательность натуральных чисел. Но 
убывающая последовательность натуральных чисел может быть 
только конечной. Следовательно, через конечное число шагов мы 
получим остаток, равный нулю. 

6. Мы должны доказать, что последний отличный от нуля остаток 
действительно равен НОД. 

11 rbqa   

221 rqrb   
… 

nnnn rqrr   12  

11   nnn qrr  
 Докажем сначала, что  – общий делитель a и b. nr
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nn rr 1  

nn rr 2  
… 

nrr 2  

nrr 1  

nrb  

nra  
 Докажем теперь, что  есть именно nr наибольший общий делитель 

чисел a и b. Пусть существует для чисел a и b общий делитель c 
такой, что . То есть , , . nrc  ca cb nrc 

ca  
cb  
cr 1  
cr 2  

… 
crn 1  

crn   
 Утверждение  противоречит . crn  nrc 

 
6.2. Необходимость уточнения понятия алгоритм 

 
 Вышеуказанное определение нельзя назвать строгим определением 
алгоритма. Однако, если счётная совокупность однотипных задач 
алгоритмически разрешима, то это можно доказать и с помощью 
интуитивного понятия алгоритма. Долгое время в математике 
господствовало мнение, что если имеется счётная совокупность однотипных 
задач, причём каждая задача в отдельности имеет решение, то обязательно 
существует алгоритм (то есть универсальный автоматический метод), 
который бы позволял решить каждую задачу из данной совокупности. Если 
же в некоторых случаях этот метод найти не удавалось, то предполагали, что 
со временем он будет найден. Это мнение оказалось ошибочным, но чтобы 
доказать, что данная счётная совокупность задач алгоритмически 
неразрешима, несмотря на то, что каждая задача имеет решение, невозможно 
без строгого определения понятия алгоритма. 
 В 30-х годах 20-го века рядом математиков было предложено строгое 
определение понятия алгоритма: Гёделем, Чёрчем, Клини, Постом, 
Тьюрингом, Колмогоровым, Марковым. Несмотря на различие 
формулировок, было доказано, что эти определения равносильны. После 
появления строгого определения появились доказательства алгоритмической 
неразрешимости ряда проблем. Так в 1936 году Чёрч доказал 
алгоритмическую неразрешимость проблемы разрешения для исчисления 
предикатов, которая формулируется следующим образом. «Для любой 
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формулы счис ения предикатов определить, удет ли он  доказуемой.» 
Отметим, что налогичная роблема для и числения высказываний 
алгоритмически разрешима. Действительно, формула доказуема в 
исчислении высказываний тогда и только тогда, когда она тождественно 
истинна в лг бре высказываний. Метод составления табли  истинностных 
значений, а также метод, основанный на критерии тожде

и л б а
а п с

а е ц
ственной 

стинности формул алгебры высказываний, являются алгоритмами. 
 

6.3. Алфавит и слово 

зывается произвольный конечный 
абор

и

 
 Определение 6.3.1. Алфавитом на
н  отличных друг от друга символов: },...,{ 21 naaA ,a . 
 Определение 6.3.2. Словом алфавита называется произвольный 
конечный набор символов этого алфавит н и тот   
мож торяться в слове несколько раз: )...(

21 kiii aaa
а, причем оди  же символ

ет пов  , где Aai 1
, a Ai 2

, 

,

. Действительно, мы можем составлять 
лова , 3 и так далее. 

имер. 
1. 

… A . Длиной слова называется число входящих в него символов. 

 Хотя каждый алфавит конечен, и каждое слово алфавита конечно, но 
множество всех слов алфавита счётно

 a
ki

с  длины 1, 2
 Пр

},...,,,{1 вбаA   я
)(1 корова  

)(2 вмлр  
2. В алфавит 2A  включим все большие и маленькие русские буквы, 

знаки препинания и пустой символ. 
.)( ОрскевживуЯ   – слово длины 15. 

3. {I}3 A . Этот алфавит мо спользовать для записи натуралжно и ьных 

Договоримсячисел. , что ,...}2,1,0{N  и I0, II1, III2, … . 
4. }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{4 A . Этот алфавит также можно использовать 

для записи нат

 десятичной дроби  или 
.

уральных чисел. 
5. },),(,,9,...,2,1,0{ ,

5 A . Этот алфавит можно использовать для записи 
произвольных рациональных чисел, так как каждое рациональное 
число представимо в виде , конечной
бесконечной п риодической  )35,0(1е  , ))4(,3(2 7 . 

 Замечание. Не существует алфавита, словами которого можно 
записать любое действительно исло. Причина в том, что множество слов 
любого алфавита счё

 ч
тно, а множество действительных чисел имеет 

ощность континуума. 

 

м
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6.4. Нумерация ов алфавита 

,  в
 алфавита и некоторым подмножеством 

л

о дает е т  н
в случае положительного ответа находит 

ова любого алф
вита 

, 

 алфавита

 сл
 

 Определение 6.4.1. Говорят, что множество слов алфавита A 
занумеровано  если существует заимно однозначное соответствие между 
множеством всех слов этого
множества натуральных чисел. 
 Определение 6.4.2. Нумерация с ов алфавита называется 
эффективной, если существует алгоритм , который для каждого слова 
находит его номер, и существует алгоритм , который для каждого 
натуральног числа отв т на вопрос, является ли э о число омером 
некоторого слова и 
соответствующее слово. 
 Покажем, что сл авита можно эффективно занумеровать. 
Рассмотрим алфавит },...,,{ 21 naaaA  . Каждому символу алфа поставим 
в соответствие номер места, на котором он стоит в алфавите: , 

…, nan  . Пусть  – произвольное слово этого (
1i
aa

11 a

: )
22 a

...
2 kii a . 

а  мы назов  следующее число: ki
k

ii ppp  ...21
21 , где 21Номером слов ем p , 

32 p , 53 p , …, то есть 1p , 2p , 3p , … есть последовательность простых 
исел казать, что эта нумерация эффективна. 

2. 
=(I � � I I I) 

. 

ч . Можно по
 Пример.  
 A={I, �}. I1, �
 1) 
     ( 111221 13117532) 
 2) 60n  
 3) 112 53 2 n  
     )(n =(� I I) 

 4) 232 5n , 15  , 25  , 32 не является номером никакого слова в 
вите. данном алфа

 5) 1535  17n . Нет слова с таким номером ни в каком алфавите (нет 
ножителей 2 и 3). 

 

Критерий алгоритмической разрешимости 

Натуральная фун

м

6.5. Алгоритмы и вычислимые функции. 

 
 Определение 6.5.1. кция от одного или нескольких 
натуральных аргументов ),...,,( 21 pnnnfm   называется вычислимой, если 

 
 понятие алгоритма

существует алгоритм, позволяющий вычислять значения этой функции. 
 Замечание. Это определение не является строгим, так как оно
опирается на интуитивное , которое не является строгим. 
 Пример. Функция 2121 ),( nnnnf   является вычислимой, так как 
етод

м
м  сложения двух натуральных чисел столбиком является алгоритмом. 
 Покаже , что изучение любых алгоритмов можно свести к изучению 
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вычислимых функций. Поэтому вместо того, чтобы уточнять понятие 

. в и

о  
.

записы м

алгоритма, достаточно уточнить понятие вычислимой функции. 
 Пусть дана счётная совокупность однотипных задач, причем каждая 
отдельная задача имеет решение. Мы можем всегда подобрать такой алфавит 
A, что и сами задачи и решения этих задач записываются словами этого 
алфавита A  Действительно,  алфав т A мы можем включить большие и 
маленькие русские буквы, знаки препинания, пустой символ, буквы 
латинского, греческого и люб го другого алфавитов, кроме того, различные 
математические, логические и другие символы  Те слова алфавита, с 
помощью которых ваются отдельные задачи,  ы назовем 
начальными. Пусть }{uU   – множество всех начальных слов. Слова 
алфавита, с помощью кот аписываются решения задач, мы назовем 
заключительными. Пусть }{

орых з
vV   – множество всех заключительных слов. 

Мы можем определить фун цию, которая  задаче ставит в 
соответствие ее решение, то есть функцию )(u

к каждой
v  , которая каждому 

начальному слову ставит в соответствие соответствующее заключительное 
слово. Таким образом, U – область определения этой функции, V – область 
значений. Пусть слова алфавита A эффективно занумерованы, то есть 
существует алгоритм , который для каждого слова алфавита A находит его 
номер, и существует алгоритм , который для каждого натурального числа 
дает ответ на вопрос, будет ли это число номером некоторого слова и в 
случае положительного ответа находит по номеру соответствующее слово. 

 номер – номер заключительног v, то 
)(un

Если n –  u, m о слова начального слова 
 , )(vm  , )(nu  , )(mv  . Наряду с функцией )(uv   мы 

можем рассмотреть функцию )(nfm  , которая номеру каждого начального 
слова ставит в соот номер соответствующего заключительного 
слова. Отме

ветстви
(n
е 

 )тим, что fm   есть натуральная  от  

решима 
огда соответствующая этой задаче функция

 функция натурального
аргумента.  
 Теорема 6.5.1. Данная задача алгоритмически раз тогда и 
только тогда, к  )(nfm   является 

ан ритмичес  , то есть

вычислимой.  
 Доказательство. 
 Необходимость. Д о: задача алго ки разрешима  
существует алгоритм, вычисляющий )(uv  . Доказать: )(nfm   
вычислима, то есть существует алгоритм, вычисляющий )(nfm  . 

)))((()(
)))((())(()(

nnf
nuvm


)(nfm









 

 Итак, существует алгоритм, вычисляющий функцию f, который 
 т оритмов является композицией рех алг ,   и . 

 Достаточность. Дано: )(nfm   вычисл ункция, то есть 
существует алгоритм, вычисляющий функцию )(n

имая ф
fm  . Доказать: задача 

алгоритми разрешимачески , то есть существует алгоритм, вычисляющий 
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функцию )(uv 
(v

.  

)))((()(
)))((())(()

ufu
ufnfm


 

)(uv 








 



понятие
. 

Клетка, на

 Итак, существует алгоритм, вычисляющий функцию , который 

 алгоритма, достаточно уточнить понятие вычислимой 
ункции

 

з 
клеток.  которую направлен указатель, называется обозреваемой. 

является композицией алгоритмов , f, . 
 Таким образом, мы показали, что изучение любых алгоритмов сводится 
к изучению вычислимых функций, а, следовательно, вместо того, чтобы 
уточнять 
ф

6.6. Машина Тьюринга 
 

 Машина Тьюринга – это не реально действующее устройство, а 
абстрактное математическое понятие. Машина состоит из бесконечной 
ленты, разделенной на клетки, и из указателя, направленного на одну и

 
 Для машины Тьюринга используется лф вит, который состоит из двух 
символов: палочки I и пустой клетки �. A={I, �}. На ленте могут 
записываться слова этого алфавита, причем в одной клетке записывается

а а

 по 

е 6.6.1. Слово называется заключительным, если это 
набор 

одному символу, и соседние символы записываются на соседних клетках. 
 Определени

палочек. 

 
Заключ ельное слов

 Определение 6.6.2. Слово называется начальным, если оно 
представляет собой или набор 

ит о. 

палочек, или несколько наборов палочек, 
разделенных  клетками.  пустыми

 
Начальное слово. 

 Маши м ет находитьс в одном з следующих 
состояний: 1 , 2q  ..., mq , 0q . Состояния 1q , 2q , ..., mq   называются 
активными. Если машина Тьюринга находится в одном из активных 
состояний, то она может работать. стояние 0q  – пассивное. Если машина 
Тьюринга переходит в состояние 0q , то она прекращает работу. Машина 

на 
q

Тьюринга ож я  и

Со

. 

 (Л), на одну 

п

,

Тьюринга за один шаг работы может выполнить три элементарные операции
1. Стереть палочку в обозреваемой клетке или записать там палочку. 
2. Может передвинуть указатель на одну клетку влево

клетку вправо (П) или оставить его на месте (М). 
3. Машина может ерейти из одного состояния в другое. 
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 Работа машины Тьюринга задается программой. Программой 
называется произвольный конечный набор приказов. Приказом назы ается 
распоряжение следующего вида: если указатель направлен на символ ia (это 
палочка или пустая клетка), и машина находится в активном состоянии jq , то 

машина в есто ia  должна записать симв a , передви ут  определенным 
 и из состояния jq  перейти в состояние lq , 

),,(),( lkji qDaqa   – запись приказа. Два приказа называются 

противоречивыми, если и посылки совпадают а закл чени  не овпадают. 
Программа назы ается непротиворечивой, если она не с держит 
противоречивых приказов. 

в
 

м ол н ь
образом указат

х , ю я с
в о

Имеет смысл рассматривать только 
епро  

ы записывают вс

и  

ыми. Число занятых клеток равно числу приказов, входящих в 

находится в 
ловия. 

 палочку этого слова. 
3. Машина находится в состоянии . 

 

 

k

ель

н тиворечивые программы. 
 Программы удобно записывать в виде таблицы. Вверху таблицы 
записывают все символы алфавита, а с левой сторон е 
активные состояния. Если в программу входит приказ ),,(),( lkji qDaqa  , 

то в таблице на пересечении i-го столбца и j-ой строки записывается 
заключение приказа (в конкретных приказах на месте дв жения D должно 
стоять Л, П или М). В таблице некоторые клетки могут оставаться 
незаполненн
программу. 
 Определение 6.6.3. Говорят, что машина Тьюринга 
начальной ситуации, если выполнены следующие три ус

1. На ленте записано некоторое начальное слово. 
2. Указатель направлен на самую левую

 1q

 
 

 Определение 6.6.4. Говорят, что машина Тьюринга находится в 
ловия: 

 слова. 
 3. Машина находится в пассивном состоянии . 

 

1q

заключительной ситуации, если выполнены следующие три ус
 1. На ленте записано некоторое заключительное слово. 
 2. Указатель направлен на самую левую палочку этого

 0q

 
0q  

 
6.7. Простейшие примеры машин Тьюринга 

одится в конкретной начальной 
 

 Если конкретная машина Тьюринга нах
ситуации, то возможны следующие 4 случая. 
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1. Машина Тьюринга вовсе не начнет работу. 
 

 I � 

1q   I М  2q

2q  � П I Л 1q   0q  
 

2. Машина Тьюринга начнет работу, но не остановится. 
 

 I � 

1q  � Л I Л 1q   1q  
 

3. Машина Тьюринга начнет работу и через конечное число шагов 
остановится, но не в заключит  ситуации. 

 
 

ельной

I � 

1q  � Л I Л 1q   0q  
 

 

 

1q

 
4. Машина Тьюринга начнет работу и чер

0q

ез конечное число шагов 
остановится в заключительно  ситуации. 

 
 

й

I � 

1q  I Л  I М q  0q  1

 

 

 

1q

 0q

6.8. Рекурсивные функции 
 

 Определение 6.8.1.  что машина Тьюринга перерабатывает 
набор натуральных чисел 1n , ..., pn  в натуральное число m если, аходясь в 

начальной ситуации, в которой на ленте записан набор 1n , ..., pn , машина 

Тьюринга начнет работать и через конечное число шагов остано

Говорят,
, н

вится в 

2.
заключительной ситуации, причем на ленте будет записано число m. 
 Определение 6.8.  Говорят, что машина Тьюринга отказывается 
перерабатывать набор 1n , ..., pn , если, находясь в начальной ситуации, в 

которой на ленте записан этот набор, машина или вовсе не начнет работать, 



 70

или начнёт, но не остановится, или начнет работать и остановится, но не в 

 Пусть да

 всюд

 определенная функция, 

заключительной ситуации. 
на натуральная функция от одного или нескольких аргументов 

),...,( 1 pnnfm  .  Эта функция может быть определенной не на всех наборах 

натуральных чисел. Если, в частности, данная функция определена на всех 
атуральных чисел, то ее называют у определенной. Например, 

21

наборах н

nnm   – всюду
2n
1n

m   – нет. (Во-первых, здесь m 

н гда натуральное, во-вторых, если 02е все n , дробь е имеет смысла.) 
 Определение , что машина Тьюринга вычисляет 
значения функции ),...,( 1 pnnm  , если машина Тьюринга перерабатывает 

любой набор 1n , ..., pn , входящий в область определения функции, в 

натуральное число m, равное значению данной функции на данном наборе, и 
отказывается перерабатывать любой

н
 6.8.3. Говорят

 набор , ..., , который не входит в 

), 
сли с ю , я

нкция является всюду 
вается об

f

1n pn

область определения этой функции. 
 Определение 6.8.4. Натуральная функция от одного или нескольких 
натуральных аргументов называется рекурсивной (частично рекурсивной
е уществует машина Ть ринга  вычисляюща  ее значения. 
 Определение 6.8.5. Если рекурсивная фу
определенной, то она назы щерекурсивной. 
 Пример. Функция 21 nnm   является общерекурсивной. 

 машину Тьюринга, вычисляющую значения данной 
функции. 

 

1. Функция всюду определена. 
2. Определим

I � 

1q  I П  1q I Л  2q

2q  I Л q  2 � П 3q  

3q  � П  4q  

4q  � П 0q   

 з р

е е
 останавливается против самой левой из оставшихся 

палочек. 

Пояснение. Ука атель  двигается вп аво, минуя первый набор 
палочек, затем машина записывает палочку в пустой клетке, 
разделяющей слагаемые, затем указатель двигается влево до первой 
пустой клетки, затем машина стерает две крайние л вы  палочки, и 
указатель

2)1(3()1( 211 1)1 212   nnnn  nn
 Пример. Функция 2121 ),( nnnnf   является рекурсивной. 

1. Разность 21 nn   определена при , следовательно функция не 

 машину Тьюринга, вычисляющую значения данной 
функции.  

21 nn 
всюду определена. 

2. Определим
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 I � 

1q  I П  1q � П  2q

2q  I П  2q � Л  3q

3q  � Л  4q � Л  7q

4q  I Л  4q � Л  5q

5q  I Л 5q  � П 6q  

6q  � П  1q  

7q  I Л 7q  I М 0q  

 

о  

п е  в
слева 

недостающую палочку, и указатель остановится против нее. 

Пояснение. Указатель двигается вправо, минуя первый и второй 
наборы палочек, затем удаляет крайнюю правую палочку второго 
набора, затем указатель двигается влево, минуя второй и первый 
наборы палочек, затем машина удаляет крайнюю левую палочку 
первого набора. На этом заканчивается один цикл работы машины. 
Затем эти циклы повторяются до тех пор, пока стаются палочки в 
вычитаемом. Как только машина Тьюринга обнаружит, что в 
вычитаемом алочек не осталось, указатель начн т двигаться лево, 
минуя все оставшиеся палочки. Машина припишет 

1)1()1()1( 212121  nnnnnn  
 

6.9. Тезис Чёрча 

мое тезисом Чёрча: 
Всяк

к т н  
лось, и в настоящее время тезис Чёрча является 

ч  
ой функции за уточнение нестрогого понятия вычислимой 

 
 Понятие рекурсивной функции является строгим, так как оно 
опирается на понятие машины Тьюринга, которое тоже является строгим. 
Понятие вычислимой функции не является строгим, так как оно опирается на 
интуитивное понятие алгоритма. Очевидно, что если функция рекурсивна, то 
она будет и вычислимой, так как, если можно вычислять значения функции с 
помощью некоторой машины Тьюринга, то тем более можно сказать, что 
существует алгоритм (т.е. универсальный автоматический метод) для 
вычисления значений этой функции. Возникает вопрос, будет ли справедливо 
обратное утверждение. Несмотря на то, что обратное утверждение вызывает 
сомнение, Чёрч высказал предположение, называе
« ая вычислимая функция является рекурсивной». 
 Тезис Чёрча нельзя в принципе строго доказать как теорему, так как в 
его формулировку входит нестрогое понятие. Опровергнуть тезис Чёрча 
было бы возможно, если бы удалось привести пример вычислимой функции, 
которая бы не была рекурсивной. Однако, несмотря на многочисленные 
попытки рупнейших матема иков разных стра  мира, такой пример 
привести не уда
общепризнанным. 
 Принять тезис Чёр а – значит договориться признать строгое понятие 
рекурсивн
функции. 
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 Рассмотренное нами определение рекурсивной функции принадлежит 
ьюрингу. Рассмотрим еще одно определение рекурсивной функции. 

 

 натуральные ункции от одного 
ли н

Т

6.10. Примитивно рекурсивные функции 
 

 Договоримся рассматривать только  ф
и ескольких натуральных аргументов. ,...}3,2,1,0{N . 
 Пр йшими функциями мы назовемосте  следующие функции:  

1. 1)(  xxs  «следовать за». 

2.  константа

3. mn
n

m xxxJ ),...,( 1
)(  ,...3,2,1

0)()1(
0 xC  «одноместная  0». 

n  m n1 «функция  выбора 

функций всюду определена. 
веде

оз П
ем 

определить функцию h, зависящую от m аргументов, следующим образо  
. 

 Функцию h называют суперпозицией функций g, , …, . 

определенного аргумента». Например: yzyxJ ),,()3(
2 . 

 Заметим, что каждая из простейших 
В м следующие операции над функциями. 
 1. Суперп иция. усть дана функция g, зависящая от n аргументов, и 
даны функции 1f , …, nf , зависящие от m аргументов. Тогда мы мож

м
)),...,2 mn xf ,(),...,,...,,(),,...,,((),...,,( 121221121 mmm xxxxxfxxxfgxxxh 

1f nf
),..., n,( 1 ffgSh  . 

 Функция h определе  на наборе 1x , 2x , …, mx  тогда и только тогда, 
когда каждая из функций , …,  опре

на
а на  наборе и функция g 

определена на наборе , …, где
1f

2

nf

ny , 
де

 
лен  этом

 1y , y
),...,,( 2111 mxxxfy  , ),...,,( 2122 mxxxfy  , …, )...,,( 1 mnn xxxy ,2f . 

 В частности, если каждая из данных функций g, 1f , …, nf  будет всюду 
определена, то и функция h, являющаяся их суперпозицией, будет всюду 

. Пус
ая 

определена. 
 2. Примитивная рекурсия ть даны две функции: g, зависящая от 
n аргументов, и h, зависящ от 2n  аргументов. Тогда можно определить 
функцию сящую отf, зави  1n  аргумента, следующим образом:  

(*) 

о определения мы можем последовательно находить 
кции f. 


  )).,,...,,(,,,...,,()1,,...,,( 212121 yxxxfyxxxhyxxxf nnn

 В силу данног

  ),,...,,()0,,...,,( 2121 xxxgxxxf nn  

значения фун
),...,,()0,,...,,( 2121 nn xxxgxxxf   , 

))0,,...,,(,0,,...,,()1,,...,,( 212121 nnn xxxfxxxhxxxf   , 
  ,.,( 21 xxf ))1,,...,,(,1,,...,,()2,.., 2121 nnn xxxfxxxhx  , 

ы (*), то говорят, 
что функция f получается из g и h примитивной рекурсией. 

  … 
 Если функция f получается из g и h с помощью систем

),( hgRf   
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 Замечание. Функция f определена на наборе )0,  тогда и 
только тогда, когда фу ена на наборе ),...,,( 21 nxxx ; функция f 
определена на наборе )(

,...,,( 21 nxxx
нкция g определ

1,,...,, 21 yxxx n

е ,,...,,( 21 yxxx n  
 тогда и только тогда, когда функция 

 набор функция h определена на наборе 
),,,...,,( 21 zyxxx n , где ),,...,,( 21 yxxxfz n . Если данные функции g и h 

определены всюду, то и функция f также являетс

f определена на ) и 

я всюду определенной, если 
на по

та f из постоянного числа q и функции h, 
зависящей от двух аргументов. 

о лучается из g и h примитивной рекурсией. 
 Замечание. Операцией «примитивная рекурсия» может быть получена 
и функция от одного аргумен








)).,()1(

,)0(

xxhxf

qf
 

(f
),( hqRf  . 

 Опреде ение 6.10.1. Натуральная функция от одного или нескольких 
натуральных аргументов называется примитивно рекурсивной, если она 
может быть получена из простейших функ

л  

ций с помощью таких операций 
ак су

ие 1. Всякая простейшая функция является примитивно 

римитивной рекурсии, то эта 

всюду определенным функциям, снова дают 
сюду определенные функции. 

 
6.11. Примеры примитивно рекурсивных функций 

 Пример 1. n-местная константа 0: . 

) примитивно рекурсивна, так как и  – 
ростейшие. 

Пример 2. Произвольная .  

 рекурсивна. 

. 

к перпозиция и примитивная рекурсия. 
 Следств
рекурсивной. 
 Следствие 2. Если функция получена из примитивно рекурсивных 
функций с помощью операций суперпозиции и п
функция также будет примитивно рекурсивной. 
 Замечание. Всякая примитивно рекурсивная функция всюду 
определена. Действительно, простейшие функции являются всюду 
определенными, кроме того, операции суперпозиции и примитивной 
рекурсии, будучи применены к 
в
 

 
0),...,,( 21

)(
0 n

n xxxC

0,...,,( 21
)(

0 xxC n  )()),...,,(() 1
)1(

021
)(

1
)1(

0 xCxxxJCx n
n

n

 )(
0

n SC  ,( )(
1

)1(
0

nJC  )1(
0C  )(

1
nJ

п
 
 n-местная константа: C n

q ()( qxxx n ),...,, 21

 , 0  примитивно0 ),...,,( 21
)(

0 n
n xxxCq

1, 1),...,,( 21
)(

1 n
n xxxCq 

 110)0()),...,,(() 21
)(

0  sxxxCs n
n . ,...,,( 21

)(
1 xxxC n

n
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 )

 – примитивно 

,( )(
0

)(
1

nn CsSC   – примитивно рекурсивная, так как s – простейшая, а 

рекурсивная.

. 

 но рекурсивная, так как s – простейшая, а 

рекурсивная. 

 ример 3. 

)(
0

nC  

2 , 2),...,,( 21
)(

2 n
n xxxCq 

 211)1()),...,,(() 21
)(

1  sxxxCs n
n . 

),( )(
1

)(
2

nn CsSC   – примитив

,...,,( 21
)(

2 xxxC n
n

)(
1

n  C  примитивно–  
 И так далее. 
 

П yxyxf ),( . Запишем схему примитивной рекурсии для 
.  1n








)),(,,()1,(

)()0,(

yxfyxhyxf

xgxf
 








)),((1),()1(

0)0,(

yxfsyxfxyxf

xxxf
 

 1)()1(, yxy

 xxg )(

,( )3(
3Js

, )1(
1Jg   – простейшая. )),,((,,( )3(

3 zyxJszyxh  . 

)  – примитивно рекурсивн

)() zs

 как s и )3(
3J  – простейшиеSh  ая, так . 

),( hgRf   – примитивно рекурсивная. 
 

 Пример 4. yxyxf ),( .  








)),(,,()1,(

)()0,(

yxfyxhyxf

xgxf
 








xyxfxxyxf

xxf

),((

00)0,(
 

yxy )1()1,

 0)( xg ,  – простейшая. 

 прим ая, так как «

  – простейшие

)1(
0Cg 

),,(),,(), )3(
1

)3(
3 zyxJzyxJxzzy   

 )( )3JSh   – итивно рекурсивн +» – примитивно 

рекурсивно, 

,(xh

,, (
1

)3(
3 J

а )3(
3J  и )3(

1J . ),( hgRf   – примитивно 

 Пример 5. . 

рекурсивная. 
 

 ),exp(),( yxxyxf y 











x

xxf

)

1)0,( 0

 
  yxfxxxyxf yy ,()1,( 1

 1)( xg ,  – примитивно рекурсивная.  

прим ая, так как «

и  – простейшие

)1(
1Cg 

),,(),,(),, )3(
1

)3(
3 zyxJzyxJxzzy   

 ),( )3(
3Sh   – итивно рекурсивн » – примитивно 

рекурсивно, 

(xh

, 3(
1

) JJ
)3(

3J  )3(
1J . ),( hgRf   – примитивно а 

рекурсивная. 
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 Пример 6. !)( xxf   








))(,()1(

)0(

xfxhxf

qf
 








)()()(!)1(!)!1()1(

1!0)0(

xsxxsxxxxxf

f
 

f

 1q ,  )),((),()(),( )2(
1

)2(
2 yxJsyxJxsyyxh  . ))(,,( ))2(

2 sSJSh   – 

митивно рекурси как «» – примитивно рекур

, 2(
1J

сивно, а )2(
2J , s при и вная, так 

йшие. ),( hq)2(
1J  – просте Rf   – примитивно рекурсивная. 

  
 Пример 7. xпрxf .)(   – предшественник числа x.  









0,0

0,1
.)(

x

xx
xпрxf . 








))(,()1(

)0(

xfxhxf

qf
 







 xxf )1(

 0q , 

xпрf 0.)0(
 

xyxh ),( , )2(
1Jh   – простейшая. ),0( hRf   – примитивно 

екурсивная. 

Пример 8. 

  усеченная разность.  

р
 
 

yxyxf

),(  –









yx

yxyx
yxf

,0

,
),(  








)),(,,()1,(

)()0,(

yxfyxhyxf

xgxf
 

  .()1()1 yxпрyx












)),(.(),(

0)0,(

yxfпрyxf

xxxf
 

xxg )( , )1(
1Jg   – простейшая функция. 

 рекурсив но 

екур простейшая

),,(..),,( )3(
3 zyxJпрzпрzyxh   

 ).,(прSh   – примитивно ная, так как пр. – примитив)3(
3J

сивная, а )3(
3J  – . ),( hgRf р  – примитивно рекурсивная. 

 Пример 9.
 

 ),(||),( yxyxyxf  . 

. 





 


),(),()()()(|| )2(

1
)2(

2 yxJyxJyxxyyxyx
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  – примитивно рекурсивная, так как «+» 

и « » примитивно рекурсивные, а  и  – простейшие. 


















)2(
1

)2(
2 ,,,,|| JJSSyx

J

 )2(

2
)2(

1J
 

6.12. Операция минимизации. Рекурсивные функции 
 

 Пусть дана n-местная функция , где 1. Определим n-
местную функцию )  следующим образом. Пусть  равно 
наименьшему натуральному значению y, при котором  равно 

: 

),,...,( 11 yxxf n n
(g

,...,( 1xf
,...,( 1 nxxg )

)
,...,1 nxx

,1 yxn

nx
 nnyn xyxxfxxg   ),,...,(),...,( 111   

Значение )  определено во всех случаях, кроме следующих: ,...,( 1 nxxg
 а) значение  не определено; )0,,...,( 11 nxxf
 б) значения )  определены для ,,...,( 11 yxxf n 1...,,1,0  ay  , но 
отличны от , а значение  не определено; nx ),1 an,...,( 1 xxf
 в) значения )  определены для всех ,,...,( 11 yxxf n ...,2,1,0 y  и 
отличны от . nx
 Рассмотренную операцию называют операцией минимизации и 
обозначают через M.  

)( fMg  . 
 Определение 6.12.1. Натуральная функция от натуральных аргументов 
называется рекурсивной (частично рекурсивной), если она может быть 
получена из простейших функций с помощью таких операций как 
суперпозиция, примитивная рекурсия и минимизация. 
 Можно доказать, что это определение рекурсивной функции 
равносильно приведенному выше. 
 Заметим, что каждая примитивно рекурсивная функция рекурсивна, 
что непосредственно вытекает из определений. Так как каждая примитивно 
рекурсивная функция всюду определена, то она также и общерекурсивна. 
Заметим также, что всякая функция, которую можно получить из 
примитивно рекурсивных функций операциями суперпозиции, примитивной 
рекурсии и минимизации, является рекурсивной. 
 Приведем пример рекурсивной функции, которая не является 
примитивно рекурсивной. 
 Пример. yxyxf ),( . )( xzyyx z   . Если обозначить через 

)xz (),( yxyg z   , то )( Mg . Следовательно, 

 ),();,(),(),( )2(
1

)2(
2 yxJyxJgxygyxf  , 

то есть  )2(
1

)2(
2 ,, JJgSf   или  )2(

1
)2(

2 ,),( JJMSf  . Итак f рекурсивна, но не 
примитивно рекурсивна, так как не всюду определена. 
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